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INTRODUCCIÓN
      Se pretende mostrar aquí un procedimiento ma-
temático para ajustar los datos a la ecuación de
Monod utilizada en el crecimiento microbiano en
condiciones batch. Para ello fue utilizada una
regresión no lineal de datos experimentales,
Cutlip; Sacham, (2010), con el programa mate-
mático Polymath.
     Uno de los modelos más simples para predecir
la velocidad de crecimiento microbiano especifico,
µg, se obtiene aplicando la cinética de Michaelis-
Menten utilizada para reacciones enzimáticas.  Esto
da lugar a la ecuación semiempírica de Monod,
dada por:

    Si en la ecuación (3) se despeja S y se sustituye
en la ecuación (2) se obtiene:

    Resumen - En el presente trabajo se demuestra el uso del programa de cálculo Polymath para llevar a cabo la regresión
de datos experimentales. Estos datos tomados de Cutlip, M. B., Sacham, M. (2010) corresponden a un crecimiento
microbiano batch y fueron ajustados al modelo de Monod para la determinación de sus parámetros.
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          μg = μm.S             

                 Ks+S        

                

(1)

donde µm es el valor máximo de la velocidad de creci-
miento específico, KS la constante de saturación y S la
concentración del sustrato limitante del crecimiento.
     Si se realiza un balance de materia de la biomasa
presente en condiciones no estacionarias  y en  reactor
batch se obtiene:

dX =   μm.S.X
dt        Ks+S                       

(2)

donde X es la concentración de biomasa, generalmente
expresada en g/dm3 y t el tiempo. 
     Se puede establecer una relación proporcional en-
tre la concentración celular y la concentración del 
sustrato dentro del biorreactor, la que estará dada por: 

X – X0 = Y    .(S0 – S)  (3)    
 x

     y

donde los valores iniciales tienen el subíndice  “0” e YX/S  
on los rendimientos másicos de las células basados en
el sustrato.

dX     μm.(Y  .S0-X+X0).X  
                           =
                      dt    (Ks.Y  +Y  .S0+X0-X)    

(4)

   La ecuación anterior se puede integrar y se
obtiene la ecuación (5):

     (Ks.Y  +Y  .S0+X0).ln         -Ks.Y  .ln

t = 
                                        μm(Y   .S0+X0)

(5)
[
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que puede describir la relación entre la concentración
de células X y el tiempo t de reacción batch.
      Se considerará a continuación una reacción bioquí-
mica en la que no hay metabolismo endógeno.

MATERIALES Y MÉTODO
    La velocidad de crecimiento está limitada por el 
sustrato y se puede describir por la ecuación de Mo-
nod. Los datos experimentales se encuentran tabu-
lados en la Tabla 1 donde se observa el crecimiento 
celular. La concentración de sustrato sólo está dispo-
nible al principio y al final de la operación del reactor. 
    a) Primeramente se determinó el rendimiento de
masa celular basada en el sustrato, YX/S, usando la
ecuación (3):  

X -X0 = Y    .(S0 -S) (6)    
 x

     y

   b) Posteriormente se determinó la constante de
saturación y el valor máximo de la velocidad de creci-
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Tabla 1 - Datos experimentales del crecimiento
microbiano en condiciones batch

valor calculado para YX/S de 0,1243301 gramos de 
masa celular generada / gramo de sustrato consumido.
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miento celular específico, KS y µm, usando una regre-
sión no lineal sobre la ecuación de Monod escrita
de esta forma:

       dX = μm.S.X
                                   dt     Ks + S

(7)

    c) Se controlaron los valores obtenidos mediante 
regresión no lineal para los parámetros KS y µm  utili-
zándolos en la integración numérica de la ecuación (4) 
y en la integración analítica de la ecuación (5) para cal-
cular la concentración celular, X, en varios tiempos t. 

RESULTADOS OBTENIDOS
   a) Rendimiento de masa celular basada en la
concentración de sustrato:
     En la Fig. 1 se puede observar el planteo de ecua-
ciones necesarias para determinar YX/S que es el 
rendimiento de masa celular basada en el sustrato.

Fig. 1 - Planteo de ecuaciones para el cálculo de  YX/S

    En la Fig. 2 se puede apreciar el informe de re-
sultados obtenidos por Polymath. Se observa un

Fig. 2 - Informe de resultados para el cálculo de YX/S    

     b) Determinación de la constante de saturación y
del valor máximo de velocidad de crecimiento celular
específico, KS y µm, mediante el uso de regresión no
lineal a partir de la ecuación de Monod. Para dicha deter-
minación fue necesario contar con una estimación
inicial de los valores de estos parámetros.
    Para llevar a cabo esta estimación se calcularon
los valores de S durante todo el tiempo del ensayo y se
ajustó la relación X en función de t. Para un mejor
cálculo de dX/dt fue necesario determinar el valor de la
velocidad de crecimiento microbiano específico me-
diante la fórmula  μg = μm.S/(KS+S) a partir de los
datos experimentales (Fig. 3).  

Fig. 3  - Ajuste de X y cálculo de S y  μg
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    El  valor experimental tomado para μg fue de
0,0227006 (g células/dm3)/h y de 18,34843 g/dm3 para 
S según se aprecia en la Fig. 4.  Allí se observa el planteo 
de las ecuaciones no lineales (Monod) implícitas para 
efectuar la estimación inicial de los parámetros KS y μm.

Fig. 4 - Planteo de las ecuaciones de Monod 
para la estimación inicial de KS y µm

   En la Fig. 5 se observa el informe de los
resultados donde se puede apreciar una estimación
de 0,0867567 (g células/dm3)/h para µm y de
51,77524 g/dm3 para KS.

Fig. 5 - Informe de resultados

       En la Fig. 6 se indica el modelo asumido para obte-
ner la regresión no lineal, los valores iniciales tomados
para KS y µm y las variables dependiente (µg) e
independiente (S).
    En la Fig. 7 se indican los valores obtenidos de
la regresión no lineal para µm y KS. Allí se puede
apreciar un valor de 0,1121741 (g células/dm3)/h

Fig. 6 - Datos para la regresión no lineal

para µm y de 75,93601 g/dm3 para KS.  
  También se observa que el intervalo de µm
y KS con un grado de confianza del 95% es:   

µm = 0,1121741 ± 3.404 10-6 (g células/dm3)/.h
y             KS = 75,93601  ± 0.0047506 g/dm3    
    Además en la Fig. 7 se encuentran señalados los 
valores de velocidad de crecimiento microbiano
específico (µg) experimental y calculado por el modelo
con los parámetros ajustados.  
   En la Fig. 8 se encuentra dibujado el diagrama
residual de la correlación no lineal.
              En la Fig. 9 se aprecia gráficamente la diferencia
entre el valor de la velocidad de crecimiento microbia-
no específico experimental (µg exp) y el valor de los da-
tos  calculados con el modelo de la regresión no lineal
(µg calc).
   c) Control de los valores obtenidos mediante
la regresión no lineal para los parámetros KS y µm uti-
lizándolos en la integración numérica de la ecuación
(4) y en la integración analítica (5) para calcular la
concentración celular, X, a varios tiempos t. 



Revista Tecnología y Ciencia

RTyC – UTN –  Año 10 Nº 22 - 78

Fig. 7 - Resultados de la regresión no lineal

Fig. 8 - Diagrama residual

 Universidad Tecnológica Nacional

Uso del Software..., Wisziewski, Menéndez 

alcanza un valor de 5,920607 g/dm3.  
  A continuación se calculó la concentración
microbiana con las ecuaciones (4) y (5) para otros
tiempos de crecimiento.
      Los resultados obtenidos  se indican en la Tabla 2.
   Obsérvese que los valores calculados para X
usando la ecuación (4) han sido estimados mediante
el  algoritmo de Runge-Kutta-Fehlberg (RK45), 

     En la Fig. 10 se indican las ecuaciones de la hoja
de Polymath para calcular la concentración celular X
para un tiempo de crecimiento de 2,42 horas
utilizando los parámetros estimados en la regresión
no lineal en la ecuación (4).
        En la Fig. 11 se observa el informe de los resultados
de Polymath. Allí se puede apreciar que la concen-
tración microbiana X calculada para t = 2,42 horas
es igual a 5,920607 g/dm3.
     En la Fig. 12 se observa el planteo de ecuaciones
para un tiempo de crecimiento de 2,42 horas
utilizando los parámetros estimados en la regresión
no lineal en la ecuación (5).
    En la Fig. 13 se indica el informe de resultados
que muestra que para un tiempo de crecimiento
de 2,42 horas la concentración microbiana
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Fig. 9 - Comparación gráfica entre µg  
experimental y µg calculado

Fig. 10 - Solución numérica de la ecuación (4)

mientras que los obtenidos por intermedio de la ecua-
ción (5) fueron hallados con el algoritmo de Newton-
aphson seguro (safenewt). Nótese que los valores
obtenidos para la concentración microbiana, X,
son idénticos hasta la sexta cifra decimal.    
   Por otra parte también se observa que los valores
de X calculados usando en dichas ecuaciones los 
parámetros KS y µm estimados mediante la re-  

Fig. 11 - Informe de resultados

Fig. 12 - Cálculo de X con la ecuación 
integrada analíticamente (5)
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Fig. 13 - Informe de resultados
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Tabla 2 - Concentración microbiana en función del tiempo

gresión no lineal, muestran un error relativamente
pequeño respecto de los datos experimentales.

CONCLUSIÓN
    El programa Polymath permitió el cálculo de re-
gresiones no lineales y la resolución de ecuaciones
diferenciales y ecuaciones implícitas y explícitas
necesarias para realizar el presente trabajo. 
    Se pudo verificar que el modelo de Monod es
adecuado para correlacionar datos empíricos de con-
centración microbiana con el tiempo. Los errores de es-
timación de dicha concentración respecto de los valores
obtenidos experimentalmente son relativamente
pequeños.
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