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Resumen - En el presente trabajo se demuestra el uso del programa de calculo Polymath para llevar a cabo la regresion
de datos experimentales. Estos datos tomados de Cutlip, M. B., Sacham, M. (2010) corresponden a un crecimiento
microbiano batch y fueron ajustados al modelo de Monod para la determinacion de sus parametros.
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INTRODUCCION

Se pretende mostrar aqui un procedimiento ma-
tematico para ajustar los datos a la ecuacion de
Monod utilizada en el crecimiento microbiano en
condiciones batch. Para ello fue utilizada una
regresion no lineal de datos experimentales,
Cutlip; Sacham, (2010), con el programa mate-
matico Polymath.

Uno de los modelos mas simples para predecir
la velocidad de crecimiento microbiano especifico,
pg, se obtiene aplicando la cinética de Michaelis-
Menten utilizada para reacciones enzimaticas. Esto
da lugar a la ecuacion semiempirica de Monod,
dada por:

S (1)
S

donde p_ es el valor maximo de la velocidad de creci-
miento especifico, K la constante de saturacion y S la
concentracion del sustrato limitante del crecimiento.
Si se realiza un balance de materia de la biomasa
presente en condiciones no estacionarias y en reactor
batch se obtiene:
ax _ u,-SX )
dt K +S
donde X es la concentracion de biomasa, generalmente
expresada en g/dm? y t el tiempo.
Se puede establecer una relacion proporcional en-
tre la concentracion celular y la concentracion del
sustrato dentro del biorreactor, la que estara dada por:

X=X, =Yx(5,-5) 3)

donde los valores iniciales tienen el subindice “0” e Y,

on los rendimientos masicos de las células basados en
el sustrato.

Si en la ecuacion (3) se despeja S y se sustituye
en la ecuacion (2) se obtiene:

x.d -X+
xF (VoS X)X

»n “)
(K Yo +15., X%

La ecuacidon anterior se puede integrar y se
obtiene la ecuacion (5):

YL.SO +X07X (5)
X )
(K Ve Yo ) In - K Yo dn ;
y y 0 y
Y .S,

¥y

t =
1, (YES, X))
y

que puede describir la relacion entre la concentracion
de células X y el tiempo t de reaccion batch.

Se considerara a continuacion una reaccion bioqui-
mica en la que no hay metabolismo endogeno.

MATERIALES Y METODO

La velocidad de crecimiento esta limitada por el
sustrato y se puede describir por la ecuacion de Mo-
nod. Los datos experimentales se encuentran tabu-
lados en la Tabla 1 donde se observa el crecimiento
celular. La concentracion de sustrato solo esta dispo-
nible al principio y al final de la operacion del reactor.

a) Primeramente se determinod el rendimiento de
masa celular basada en el sustrato, Y ., usando la
ecuacion (3):

X/8?

X-X,= Y= (S,-S) (6)

b) Posteriormente se determind la constante de
saturacion y el valor méximo de la velocidad de creci-
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Tiempao Concentracion Concentracion
it de Células (X) de Sustrato (3)

a 501 125

242 581

4.34 6.53

b6.26 753

818 8.65

10.10 957

12.02 11.01
1354 11587
1586 1351
17.78 14.65
19.7 15485
2162 17.28
23.54 17.59
2546 18.27
31.22 2009 3.71

Tabla 1 - Datos experimentales del crecimiento
microbiano en condiciones batch

miento celular especifico, K¢ y u_, usando una regre-
sion no lineal sobre la ecuacidon de Monod escrita
de esta forma:

dx _ u,.S.X )
dt K +8§

¢) Se controlaron los valores obtenidos mediante
regresion no lineal para los parametros Ky p_ - utili-
zandolos en la integracion numérica de la ecuacion (4)
y en la integracion analitica de la ecuacion (5) para cal-
cular la concentracion celular, X, en varios tiempos t.

RESULTADOS OBTENIDOS

a) Rendimiento de masa celular basada en la
concentracion de sustrato:

En la Fig. 1 se puede observar el planteo de ecua-
ciones necesarias para determinar Y, que es el
rendimiento de masa celular basada en el sustrato.

@POLYWTH 6.10 Educational Release - [Nonlinear Equations Solver]
File Program Edit Fermat Problem Examples Window Help

DFFE| b AL . @ @ @as! &7
Ly i A [ | [safenam -]

| Hanlingar Equations: 0 | Auxiiary Equations: 5 |~ Ready for salutian

[V=(}-X0)/(S0-S)
%=20.09
X0=5.01

5=371

50=125

Fig. 1 - Planteo de ecuaciones para el cdlculo de Y

En la Fig. 2 se puede apreciar el informe de re-
sultados obtenidos por Polymath. Se observa un

valor calculado para Yy de 0,1243301 gramos de
masa celular generada / gramo de sustrato consumido.

POLYMATH Repert
Explicit Equations

Calculated values of explicit variables
Variable Value

15 371
250 12s.

3[x |20.09
ax  |so

|5y |0.1243301
Explicit equations
150 =125

2 ¥ = 20.00

3 X0 =5.01
45=371

5 Y = (X-X0)/(50-5)

General
mumber of explicit equations: 5

Fig. 2 - Informe de resultados para el calculo de Y

b) Determinacion de la constante de saturacion y
del valor méximo de velocidad de crecimiento celular
especifico, K y p_, mediante el uso de regresion no
lineal a partir de la ecuacion de Monod. Para dicha deter-
minacién fue necesario contar con una estimacion
inicial de los valores de estos parametros.

Para llevar a cabo esta estimacion se calcularon
los valores de S durante todo el tiempo del ensayo y se
ajusto la relacion X en funcion de t. Para un mejor
calculo de dX/dt fue necesario determinar el valor de la
velocidad de crecimiento microbiano especifico me-
diante la férmula = u .S/(K+S) a partir de los
datos experimentales (Fig. 3).

-@,WITWTH 6.10 Educational Release - [Data Tzble]
F”E Program Edit Row Celumn Format  Analysis Examples Window Help

DEEN 2R AL DD@EE @A) |57

RO01: COo1 [t X [0
1 | X 5 | J(suawaano| dxdt ug (o]

01 0 501 125, 4988769  0.3265122 00651721
oz | 242 581 1185855 S7EBE3 03387088  0.0582972
03 | 434 B53 1127745 6575086  0.4379184 00670822
04 | 626 753 1047314  T523975 05971312 00793003
o5 | 818 BG5S  DS7231  BSST064  D.A4BEOG4S 00561924
(05 | 1010 957 8332344  BT7I6122  DEEIT143 00675146
[ o7 | 12,02 1101 TET413T 1094202  D.6169843  0.0S60367
0 | 13,94 1197 6201998 1217921  0.6360068 00831334
0o | 1538 1351 5663381 1341678 0745235  0.055161T
EQ 1778 1485 474B447 1467738 05705303 0.038344
ED 1870 1585 3700844 1578281  D.7BS0608  0.0482201
1z | 2162 1728 2631111 168548 03585079 0.0230618
13 | 2354 1750 23BITI4 1781513 DABINSE 00104216
(14 | 2546 1827 1834843  10G63SST  D.4148504  0.0227066
s | 3z 2009 3708883 1987524 02665246  0.0132665

Fig. 3 - Ajuste de X y cdlculo de S'y K,
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El wvalor experimental tomado para M, fue de
0,0227006 (g células/dm?)/h y de 18,34843 g/dm para
S seguin se apreciaen la Fig. 4. Alli se observa el planteo
de las ecuaciones no lineales (Monod) implicitas para
efectuar la estimacion inicial de los parametros K y .

:9 POLYMATH 610 Educatlonal Release - [hlonlmear Equatrons Solver]

DS B DR 7 AL - mR Il ET?
_!” o @ gp | |oafenewt

Equations: 2 | Auxilary Equations: 2 |~ Rsady for soiution

flum)=(um*S/(Ks+5)}-ug
fiks)=(um”*S/(Ks+S5)}-ug
5=18.34843
ug=0.0227006
um(0}=0.1

Ks(0}=50

Fig. 4 - Planteo de las ecuaciones de Monod
para la estimacion inicial de K y u,

En la Fig. 5 se observa el informe de los
resultados donde se puede apreciar una estimacion
de 0,0867567 (g células/dm’)/h para p_ y de
51,77524 g/dm’ para K.

POLYMATH Report

MNonlinear Equations

Calculated ualues of NLE variables

| Varlable Vah.re ,f(x] Imtlal Guess |
1 Ks 5177524 |-1.409E-1250.
'2|um 0.0867567 | -1.409E-12 0.1

\Variable Value
s 18.34843 |
2|ug 100227006 |

Honlinear equations
1 flum) = (um*S/(Ks+S}jug =10
2 fKs) = (um™S/(Ks+S))-ug =0

Explicit equations
1 5=1834843
2 ug = 0.0227006

Fig. 5 - Informe de resultados

En la Fig. 6 se indica el modelo asumido para obte-
ner la regresion no lineal, los valores iniciales tomados
para K, y p_y las variables dependiente (n) e
independiente (S).

En la Fig. 7 se indican los valores obtenidos de
la regresion no lineal para p_y K. Alli se puede
apreciar un valor de 0,1121741 (g células/dm3)/h

Regression 1 Analysis ] Graph ]

Q'-'J J I = | [ LGreph [ Resdugls
[¥ Bepot [ Store Model

Linear & F'-:-Iyn:-mial1 Multiplz fnear Nunlinear]

£
Model; v LM =

Iug=um“SJ[Ks+S]

eg y=2%"4+8
Model Parameters [nihal Guess:

Model parm | Initial guess
um 0.0e7
K= 51.78

Depetident Variable 1 ug

Independent ¥ariabless ]5_
Model Variable/s um, ks
taw ailable W anables

1 t ¥, 5. Hsuavizada, dHdt, ug

Fig. 6 - Datos para la regresion no lineal

para u_y de 75,93601 g/dm’ para K.
También se observa que el intervalo de p_
y K con un grado de confianza del 95% es:

p_=0,1121741 + 3.404 10 (g células/dm’)/.h
y K, =75,93601 +0.0047506 g/dm’

Ademas en la Fig. 7 se encuentran sefialados los
valores de velocidad de crecimiento microbiano
especifico (1) experimental y calculado por el modelo
con los parametros ajustados.

En la Fig. 8 se encuentra dibujado el diagrama
residual de la correlacion no lineal.

EnlaFig.9seapreciagraficamente la diferencia
entre el valor de la velocidad de crecimiento microbia-
no especifico experimental (1, exp)y el valor de los da-
tos calculados con el modelo de la regresion no lineal
(m, calc).

¢) Control de los valores obtenidos mediante
la regresion no lineal para los parametros K, y p_ uti-
lizandolos en la integracion numérica de la ecuacion
(4) y en la integracion analitica (5) para calcular la
concentracion celular, X, a varios tiempos t.
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T POLYMATH 610 Educational Release - [Nonlinear Report 2]
File Edit Window Help

DEEN| )i aas 4y BEED

POLYMATH Report

Nonlinear Regression (L-M)
Model: ug = um*5/(Ks+5)

Variable Initial quess Value 95% confidence |
um |0.087 |0.1121741 3.404E-08
IKs 51.78 75.93601 0.00473506

Honlinear regression settings
Max # iterations = 64

Precision

I:l-"‘l U.S3Q3?54l
R~2ad] |0.8270196
[Rmsd  [0.0021201
_\;'-anﬁncei?.}SE”-DS |

General

Sample size |15
|Model vars |2
-Ir;dép vars |1
[Rerations |5 |

Source data points and calculated data points
i lug ugcalc Deltaug |
125 |0.0651721/0.0697822|-0.0046101
|118.5655|0.0582072 D.DﬁBE?QS:lD.DIDDBZE

1

2

3 112.7745/0.0670622 U.Uﬁ70359§2.633E’Uﬁ

4 104.7314|0.0793003|0.0650264|0.0142730
|5 [35.7231 |0.0561924 0.0625522 -0.0063598
6

7

8

)

88.32344|1.0675146 0.0603168|0.0071978
76.74137 1.0560367 0.0563820 -0.0003462
69.010000.0531334 0.053411 |-0.0002776
56.63361|0.0551617|0.0479206/0.0072411
10/47.46447 0.038044  0.0431464/-0.0042024
|11[37.00844 |0.0492201 [0.036756 |0.0124641
|12 26.31111 |0.0230618 0.0288656|-0.0058038
132381774 00104216 0.0267833|-0.0163617
14/18.34843 |0.0227066 0.0218298 | 0.0008767
|153.709983[1.0132665 0.0052252|0.0080413 |

Fig. 7 - Resultados de la regresion no lineal

En la Fig. 10 se indican las ecuaciones de la hoja
de Polymath para calcular la concentracion celular X
para un tiempo de crecimiento de 2,42 horas
utilizando los parametros estimados en la regresion
no lineal en la ecuacion (4).

EnlaFig. 11 se observa el informe de los resultados
de Polymath. Alli se puede apreciar que la concen-
tracion microbiana X calculada para t = 2,42 horas
es igual a 5,920607 g/dm’.

En la Fig. 12 se observa el planteo de ecuaciones
para un tiempo de crecimiento de 2,42 horas
utilizando los parametros estimados en la regresion
no lineal en la ecuacion (5).

En la Fig. 13 se indica el informe de resultados
que muestra que para un tiempo de crecimiento
de 2,42 horas la concentracion microbiana
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Fig. 8 - Diagrama residual

alcanza un valor de 5,920607 g/dm?®.

A continuacion se calculé la concentracion
microbiana con las ecuaciones (4) y (5) para otros
tiempos de crecimiento.

Los resultados obtenidos se indican en la Tabla 2.

Obsérvese que los valores calculados para X
usando la ecuacion (4) han sido estimados mediante
el algoritmo de Runge-Kutta-Fehlberg (RK45),

RTyC — UTN — Aiio I0 N°22 - 78

Uso del Software..., Wisziewski, Menéndez



* Universidad Tecnologica Nacional

Revista Tecnologia y Ciencia

1.50E+1

4 00E+D 5.00E+0 6.00E+0 T.00E+0 B.00E+0 S.00E+0 1.00E+1 1.10E+1 1.20E+1 1.30E+1 1.40E+1
data point

3.00E+D

2.00E+D

O ugexp

No Title

BE-2

6.86E.2 i} O ugcalc
1.00E+0

8.00E-2
TA43E2
6 29E-2
5T1E2
S14E-2
4 5TE-2
4 0DE-2
34362
2.29E-2
1.71E-2
1.14E-2
571E-3
0.00E=D

bt

Fig. 9 - Comparacion grdfica entre “,
experimental y Uy, calculado

mientras que los obtenidos por intermedio de la ecua-
cion (5) fueron hallados con el algoritmo de Newton-
aphson seguro (safenewt). Notese que los valores
obtenidos para la concentracidon microbiana, X,
son idénticos hasta la sexta cifra decimal.

Por otra parte también se observa que los valores
de X calculados usando en dichas ecuaciones los
parametros K y p_ estimados mediante la re-

&9 POLYMATH 6.10 Educational Release - [Ordinary Differential Equations Selver]

File Program Edit Feormat Problem Examples Window Help
D&M & BB DE @A ! 87
i) g |RKF45 v] ™ Table [ Grach [ Report

:D\IFEIEH“E‘ Erqu-'ilirtms: il :Auxi\iarlyrEauartiruns 5 v FiEﬁlj;\,; for zolution

(X (E=(um* (Y * SO-X £ KO K(Ks Y+ Y S0+ K0-X)
'Y=0 1243301

50=126

X0=5.01

um=01121741

Ks=75 93601

t(0)=0

t(f) = 2.42

X(0)=5.01

Fig. 10 - Solucion numérica de la ecuacion (4)

3 POLYMATH 610 Educational Release - [Nonlinear Equations Solver]
Fg File Program Edit Fermat Problem Examples Window Help

CEEN inRs A, OOEE @F! =7
_f[a]t “3 o iE ‘ | |satenewt V] I~ Graph

=-N.nn-hr-\éar Equ Ell-t;ﬂ; -1. Au‘)‘cilia“ry“E‘{iua‘tmns'-E ;\./"-R;adv-fnr.'.;munt;-ﬁ

= (((Ks*Y+Y* S0+ X0 In (X0 - Ks ™Y in{{Y* S0+ X0-X )/ (Y*S0}) ¥ {um*(Y* S0+X0)) |-t
X{min) = 5.01

X(max) = 20.09

Ks=75.93601

Y=0.1243301

50=125

X0=5.01

t=2 42|

um=0.1121741

Fig. 11 - Informe de resultados

POLYMATH Report
Ordinary Differential Equations.

Calculated values of DEQ variables
|wariable Initial value| Minimal valuefMaJ(imal valuegﬁnal value
| |75.03601  |75.93601 |75.93601 175.93601 |

|12s. |125. |125. 125

[a [ [2.42 [2.42
lo121741 [o1217a1 [o1121741 foa121741 |
[5.01 [5.01 5920607 |5.920607
'5.01 501 501 |s.01 _
[o1243301 [01243301  [paze3sor  |na243301 |

Differential equations
1 d(X)/d(E) = (um=(Y=S0-XHK0)=3)/(KS=YHY=504K0-3)

Explicit equations
1Y =0.1243301
2 50 =125

3 X0 =>5Mm

4 um =0.1121741
5 Ks =75.93601

General

an'trarl numeer of cquations l&

ff-luum-ﬁer of differential egu aiiunsﬁ

[Wumber of explict equations 5- |
[Empseatme  [nooosec|

|Solution method |rr_as |
[step size guess b [o.000001 |

[Truncation error wierance. 2ps |0.000001 |

Fig. 12 - Cdlculo de X con la ecuacion
integrada analiticamente (5)
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23 POLYMATH 6.10 Educational Release - [Monlinear Equations Selution 20]
&) File Edit Window Help
D EE & RE 7 AL

POLYMATH Report
Nonlingar Egquation

Calculated values of NLE variables

| |Wariable Value f(x) |Initial Guess |

11X 5.920607 |-1.74E-09 |12.55 ( 5.01 < X < 20.09 )
variable|value

1Ks 75.93601

2|0 |125.
ale |22
[afum  [om1arm
5 30 501

6y 0.1243301 |

Nonlinear equations
1 f(X) = (((Ks™Y+Y*S0-+X0)*In(X/X0)-Ks™Y*In({Y*S0+X0-X)/(Y*S0)))/(um™*(Y*S0+X0)))-t = 0

Explicit aquarions
1 Ks =73.92601
2 ¥ =0.1243301
3 50=125

4 X0 =5.01
5t=242

6 um = 0.1121741

Fig. 13 - Informe de resultados

(t) en microbiana () en g/dm?® | microbiana (X) en g/dm® |  microbiana () en
horas obtenida con (4) obtenida con (5) gfdm® experiment

242 5.920607 5920607 581

4.34 6.738916 6.738916 6.53

6.26 7.645431 7.645431 7.53

8.18 8640277 8640277 8.65

10.10 0.719354 0.719354 957

1202 10.87272 10.87272 11.01
1304 12.08287 12.08287 11.97
15.86 13.32326 13.32326 1351
17.78 1455735 14.55735 14.65
1970 15.74267 15.74267 1595
2162 16.83068 16.83068 17.28
2354 17.77987 17.77987 17.59
2546 1856271 18.56271 18.27
31.22 1989397 199397 20.09

Tabla 2 - Concentracion microbiana en funcion del tiempo

gresion no lineal, muestran un error relativamente
pequeiio respecto de los datos experimentales.

CONCLUSION

El programa Polymath permiti6 el calculo de re-
gresiones no lineales y la resoluciéon de ecuaciones
diferenciales y ecuaciones implicitas y explicitas
necesarias para realizar el presente trabajo.

Se pudo verificar que el modelo de Monod es
adecuado para correlacionar datos empiricos de con-
centracion microbiana con el tiempo. Los errores de es-
timacion de dicha concentracion respecto de los valores
obtenidos experimentalmente son relativamente
pequenos.
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