Universidad Tecnolégica Nacional Revista Tecnologia y Ciencia
FEBRERO - ABRIL 2022 / Afio 20 - N° 43 DO https://doi.org/10.33414/rtyc.43.1-18.2022 - ISSN 1666-6933

licencia de Creative Commons - Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional

otorl

Flujos de plasma hidrodinamicos y
magnetohidrodinamicos. Parte I

Hydrodynamic and magnetohydrodynamic plasma
flows. Part Il

Presentacién: 19/10/2021
Aprobacion: 02/02/2022

Néstor Rotstein

Estudio de energias por fusién de plasmas magnetizados, Facultad Regional Buenos Aires,
Universidad Tecnoldgica Nacional - Argentina

nrotstein@frba.utn.edu.ar

Ignacio Bustelo Cancela

Estudio de energias por fusién de plasmas magnetizados, Facultad Regional Buenos Aires,
Universidad Tecnoldgica Nacional - Medrano 951 (CP1179) - Buenos Aires - Argentina
ignaciobustelo@gmail.com

Resumen

En este articulo hallamos la expresion general de la topologia que el campo magnético
adopta para poder limitar las corrientes que se generan a lo largo de sus lineas en plasmas
con resistividad no nula. A los efectos de comparar con modelos de plasmas ideales asumi-
mos componente azimutal de la fuerza de Lorentz nula. Mostramos que la intensidad del
campo magnético no depende del coeficiente de difusién, como si lo hacen el campo eléc-
trico inducido y el flujo mésico asociado. El desacople de las isosuperficies de flujo de masa
y las superficies de flujo magnético constante hace que el problema matemadtico no sea ya
de variables separables, pero mostramos las condiciones que deben cumplir la densidad de
masa (que deja de ser esféricamente simétrica) y el campo de velocidades.
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Abstract

In this article we find the general expression of the topology that the magnetic field adopts
in order to limit the currents that are generated along its lines in plasmas with non-zero
resistivity. In order to compare with ideal plasma models we assume null Lorentz force azi-
muthal component. We show that the magnetic field strength does not depend on the mag-
netic diffusivity coefficient, as do the induced electric field and the associated mass flux.
The decoupling of mass flux isosurfaces and constant magnetic flux surfaces means that the
mathematical problem is no longer one of separable variables, but we show the conditions
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that the mass density (which is no longer spherically symmetric) and the velocity field must
satisfy.

Keywords: plasmas - magnetohydrodynamic - topology - resistivity

1. Introduccion

Una de las caracteristicas distintivas de la interaccién entre un plasma idealmente con-
ductor en movimiento y un campo magnético externo, es que las lineas del campo magnéti-
co, arrastradas por el fluido, conservan indefinidamente su identidad, sin importar qué tan
retorcidas puedan llegar a estar siguiendo el movimiento del fluido. En estas condiciones
se dice que el fluido arrastra a la lineas, o que éstas se hallan “congeladas” al plasma y lo
contienen. Bajo la hipétesis de conductividad ideal, entonces, el escenario es el de un fluido
magnetizado que evoluciona embebido en un campo magnético, pero sin cambios en la to-
pologia del campo magnético.

El congelamiento de las lineas de campo magnético al campo de velocidades constituye la
base del confinamiento magnético. En términos poco rigurosos, hablamos de confinamien-
to magnético cuando se limita la evolucién espacial de un plasma mediante la interaccion
con un campo magnético externo. Si las lineas de campo estan cerradas, el plasma habra
de evolucionar idealmente siguiendo la misma trayectoria cerrada. Al cabo es esa la idea
primigenia de un generador de energia por fusién. Habitualmente se trata de dispositivos
con simetria axial (axisimetria) como por ejemplo tokamak, stellarator, spheromak, o RFP
(que son las siglas de reversed field pinch). En estos dispositivos el objetivo estd puesto en
lograr que las particulas de plasma colisionen por tiempos comparativamente grandes en
volumenes comparativamente reducidos, y esto sin interactuar con las paredes del recinto
que contiene al campo (y al plasma confinado).

Sin embargo, la condicion de congelamiento es muy fuerte y no siempre es posible asu-
mirla, fundamentalmente porque podrian existir configuraciones de minima energia que
no se alcanzarian en la hipétesis de conductividad infinita. De hecho, un equilibrio dinami-
camente estable desde el punto de vista de la MHD ideal puede llegar a ser inestable si en el
tratamiento se incluyen los efectos de la resistividad.

Lo que ocurre es que las fluctuaciones propias de las variables dinamicas pueden gene-
rar diversas inestabilidades, algunas de ellas capaces de romper el confinamiento. Ahora
bien, el confinamiento magnético no es exclusivo de las maquinas de fusién, y de hecho
los plasmas confinados magnéticamente son habituales a escala astrofisica. La diferencia
esencial es que mientras que en los objetos astrofisicos los eventos disruptivos originados
por efecto de inestabilidades resistivas constituyen una caracteristica (en todo caso capaz
de explicar diversos procesos de calentamiento, por ejemplo) en los generadores por fusiéon
son, por definicién, inadmisibles.

En las maquinas de fusion el confinamiento se logra en cdmaras de geometria toroidal
mediante superficies magnéticas cerradas. El campo magnético toroidal es generado por
medio de bobinas externas, y un solenoide ubicado en el eje del toroide genera una va-
riacion temporal en el flujo magnético poloidal, induciendo de este modo una fuerza elec-
tromotriz toroidal que produce la corriente del plasma. Esta corriente, que genera la com-
ponente poloidal del campo magnético de confinamiento, contribuye a la formaciéon de
superficies anidadas, en las que idealmente, en estado de equilibrio MHD, el gradiente de
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presion compensa a la fuerza de Lorentz.

Sin embargo, la resistividad no nula del plasma (que es equivalente a decir difusividad no
nula) provoca necesariamente la reconfiguracién del campo magnético de equilibrio. Y en
plasmas confinados magnéticamente esta reconfiguracién puede ser crucial. La difusivi-
dad provoca que las lineas de corriente que idealmente serian paralelas al campo magnético
tiendan a deformarse, juntandose en algunas regiones y separandose en otras, lo que pro-
voca la aparicion de lineas de campo cerradas que antes no existian. Este “desgarramiento”
de la topologia original da origen a un tipo de inestabilidad disruptiva que se conoce preci-
samente como tearing mode.

Estos modos constituyen una importante fuente de inestabilidad de la topologia, que lleva
aun proceso de relajacion que puede resultar directamente en el transporte de calor y par-
ticulas y, en general, a procesos disruptivos del confinamiento en los que las superficies de
flujo se rompen en “islas magnéticas” y enfrian al plasma.

A escala astrofisica también ocurren fenémenos disruptivos, basicamente en regiones
las que existen gradientes de corriente muy intensos (como pueden ser los filamentos mag-
néticos o en las hojas de corriente en la corona solar) regiones en las que, sea por alguna
inestabilidad o por el movimiento propio del plasma, las lineas de campo magnético de
regiones topoldgicamente diferentes se ponen en contacto y reconectan de un modo dife-
rente, las estructuras magnéticas cerradas ya no son posibles, los arcos se abren y liberan
la energia contenida, convirtiendo energia magnética en energia cinética y térmica del
plasma.

Pero en tanto que en el Sol el plasma se libera y simplemente abandona la atmdsfera,
en un tokamak se enfria y la fusion se interrumpe, de ahi la necesidad de controlar que el
plasma no escape del confinamiento y que la energia no se pierda.

La primera consecuencia que se desprende de estas observaciones es que la topologia
del campo magnético debe adaptarse a la existencia de resistividad porque en la hipétesis
de resistividad no nula el flujo magnético a través de una superficie fluida no puede perma-
necer constante, que es lo mismo que decir que la componente de velocidad del fluido per-
pendicular a las lineas de campo no puede ser la misma que la de las lineas. Desde el punto
de vista de la ley de Faraday este comportamiento es de esperar, porque si un conjunto de
cargas libres (tipicamente un plasma) atraviesa lineas de campo magnético habra de inducir
un campo eléctrico a lo largo de las mismas lineas, de modo tal que se generardan corrientes
eléctricas que sélo van a verse limitadas por la resistividad del fluido.

De esta forma, parece tener sentido preguntarse cual es la topologia de equilibrio estacio-
nario de un plasma resistivo embebido en un campo magnético, porque en un plasma que
no sea idealmente conductor las lineas de campo magnético no tienen por qué coincidir en
todo punto con las lineas del campo de velocidades (el campo magnético difunde a través de
las lineas de flujo).

En cierta medida porque en las partes I y II de este trabajo hemos tratado problemas de
flujos de plasma en geometria esférica, en parte porque el tratamiento no sélo es un poco
mas sencillo que en geometria toroidal sino que ademas disponemos de evidencia observa-
cional, en este articulo habremos de continuar en la hipdtesis de una configuracion axisi-
métrica en geometria esférica con fuerzas gravitatorias (mas emparentada a objetos estela-
res), dejando para el proximo articulo el tratamiento axisimétrico en geometria cilindrico
anular (mas emparentada a jets o a tokamaks) porque el objetivo estd enfocado a estudiar los
efectos de la resistividad del plasma. Por lo pronto, habremos de demostrar que la topologia
estacionaria del campo magnético esta directamente relacionada con la existencia de las
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corrientes paralelas a las lineas de campo pero que, a diferencia del campo eléctrico induci-
do, no depende del valor de la resistividad o del coeficiente de difusion.

Otra de las ventajas de tratar el problema en escalas astrofisicas es que a esa escala no es
esperable un campo magnético que difunda en tiempos observables. Si bien los tiempos
de difusion dependen de las caracteristicas dinamicas y estructurales de cada sistema (por
ejemplo, el tiempo de difusion del campo magnético interior terrestre es del orden de 10°
afios, en tanto que el tiempo de difusién del campo magnético solar es del orden de 10%°
afios. Respecto a las escalas de tiempo y espacio involucradas véase, por ejemplo, Biskamp,
1996, o Tenerani et al, 2016) elegimos la escala astrofisica porque nuestro interés no esta
puesto en la difusién en si misma sino en el modo en que el campo debe ajustarse a la con-
dicién impuesta de corrientes eléctricas paralelas a sus lineas. Lo que procuramos en este
articulo es hallar esa configuracién de equilibrio, y comparar nuestros resultados con los
campos magnéticos que se fijan idealmente a priori a partir de un criterio de plausibilidad,
hipétesis que en el caso resistivo carecerian de sentido.

Para ello, en el capitulo 2 plantearemos las ecuaciones generales del problema, que re-
solveremos en el apartado 3. En la seccion 4 mostraremos que el campo de velocidades ne-
cesariamente queda desacoplado del campo magnético, es decir, las isosuperficies de flujo
masico ya no coinciden con las isosuperficies de flujo magnético. Y que a diferencia del
campo magnético, el flujo de masa depende del valor de la resistividad. Las conclusiones y
consecuencias de este fenémeno las discutimos en la seccién 5.

2. Tratamiento general

Las ecuaciones magnetohidrodinamicas que gobiernan la evolucién estacionaria de un
plasma no ideal, interactuando con campos magnéticos externos, en presencia de un cam-
po gravitatorio, se escriben como

V-B=0 (1)
Al
Vx| vxB—=1[=0 (3)
(o)
p(\_}.V)ﬁ:—V'P+L(VX§)XE—pgér (4)
Hy

donde, como es habitual, p representa la densidad volumétrica de masa, y el cam-
po de velocidades, B el campo de inducciéon magnética, g la aceleracion gravitatoria,
P =ky pT /pum la presién del fluido (u es el peso molecular medio, k, la constante de
Boltzmann) y o la conductividad eléctrica.

Notemos que independientemente del valor de la conductividad, la ecuacidon (1) de diver-
gencia nula del campo magnético, y la ecuaciéon de continuidad (2) pueden escribirse como
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- 1 R R
Py = Vi (r,0)xé, +pV, é, ©)
rsent

donde hemos introducido las funciones (escalares) A(7,0) y ¥(7,6), funcién de flujo mag-
nético y funcién de flujo masico, respectivamente. Estas funciones gobiernan la topologia
de las superficies de flujo constante, magnético y masico en cada caso. Las superficies en las
que A= constante y 1= constante contienen las proyecciones de las lineas de campo magné-
tico y de flujo sobre el plano meridional. Mas aun, las isosuperficies magnéticas son super-
ficies electrostaticas equipotenciales. Para un plasma idealmente conductor (0->) la ecua-
cion (3) afirma que, ademas, el campo de velocidades evoluciona también paralelo al campo
magnético, esto es, si la funcién potencial electrostatico es constante el campo poloidal de
velocidades debe coincidir en cada punto con el campo magnético poloidal (Chandrasekhar,
1956; Tsinganos,1982), esto es

v, =¢B, )

donde ¢ es una funcién escalar que depende de la posicién en el plano poloidal. La con-
ductividad finita impide la coincidencia de las isosuperficies de flujo, y en tal caso ya no
puede invocarse que el momento angular total sea constante sobre una linea meridional,
esto es, la condicién

rsenHB¢
Ty

rsen t9v¢ -
PE

(8)

donde 1 es una constante sobre una linea de campo, ya no es valida, de manera tal que ya
no podremos escribir las componentes toroidales del campo en términos de las funciones
A(1,0) y ¥(1,0). En términos practicos, en nuestra formulacién hemos perdido dos ecuacio-
nes, de manera tal que en lugar de estipular una relacién particular entre las dos funciones
de flujo deberemos estipular (siempre en base a un criterio de plausibilidad) al menos una
de las dos componentes toroidales del campo, ya sea el magnético o el de velocidades. Por
otro lado, las componentes meridionales del campo magnético pueden obtenerse a partir de
la expresion (5) en la forma

0,4
B =—"90" 9
" risen® ®)
0.A
B =—_r
¢ rsen@ (10)

que definen formalmente las componentes poloidales del campo magnético una vez es-
tablecida la funcién de flujo magnético. La estructura angular de las ecuaciones (9) y (10)
adelantan que esta funcién debe poseer cierta simetria poloidal en el sentido de que cada
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hemisferio sea similar al otro, de manera tal que debe ser proporcional a alguna potencia
sen’" 0 del angulo polar. La forma mas general posible sera entonces

A(r,0)=> ,,(r)sen™ 6 1)

nx1

A pesar de ser completa en cuanto al desarrollo angular la expresion (11) presupone un
desarrollo muy extenso. Como nuestra prioridad es ilustrar los efectos que la resistividad
tiene sobre la topologia del campo magnético, trataremos sélo el primer término de la jerar-
quia, es decir, propondremos la forma

A(r,0)=w,(r)sen’ 0 (12)

porque ademds de contener la esencia del problema mantiene el tratamiento matema-
tico en un nivel razonable. Dejaremos para el final la discusion sobre términos superiores.
Obsérvese un detalle de importancia, en las partes I y I de este trabajo impusimos la forma
de la funcién w, (), en este caso es una incégnita del problema a resolver.
Las componentes de la densidad de corriente

j=LVXE=LV>{ ! VA(r,0)xé, + B, é@} (13)
o U, r sent
se escriben en consecuencia como
J. = ;89 <B¢sen6’) (14)
H,7 send
Jo :_Lar (rB¢) (15)
Hyr
Js =L[8r(ng)—agBr] 1
N (16)

Como hemos hecho en los trabajos anteriores, introduciremos una distancia adimensio-
nal en términos del radio del objeto, esto es, x=r/R, , de manera tal que las derivadas respec-
to de la coordenada radial las redefiniremos como

0 1
0.=2-_5
" or R 7 (17)

*

Definamos ahora la cantidad
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B =xBsent (18)

y con el objetivo de no sobrecargar la notacién convengamos en primar las derivadas
respecto a la distancia adimensional x. De esta manera podemos escribir las ecuaciones
(14)-(16) en la forma

) 1
Jr = ,uOR*xzsené’ )
1,
Jo U,R, xsenO 0
] 1 2 o 1 "
J¢:m(2a)2—x w, )sen6’=m<2Wz_X W, ) (21)
0" "% 0%

donde hemos definido W, = @, / R} para trabajar con variables de similar orden de mag-
nitud. Regresemos ahora a la ecuacidn (3), y escribamosla en términos de la funcién esca-
lar potencial electrostatico Y(x,6) en la forma

x B—

<l

=VY(x,0) (22)

Q |~u

o, equivalentemente

.B+B-VY =0 (23)

SR

A partir de la expresion (23) parece evidente que en el caso de un plasma idealmente
conductor (0->) el potencial eléctrico debe ser fijado como una constante a través de cada
superficie de flujo magnético. En el caso que estamos trabajando, en cambio, debemos pos-
tular las formas de las funciones B(x,0) y Y(x,0), esto es, en base a algun criterio debemos
estipular la manera en que evolucionan espacialmente la componente toroidal del campo
magnético y el campo eléctrico. Un breve andlisis de la geometria con la que estamos traba-
jando sugiere tomar

VY (x,0)=F(x)cos'6 teZ>1 (24)

para mantener el problema en variables separadas. A su vez, y por razones similares,
parece razonable definir

B(x,0)=p (x)sen’ 6 peZ>1 (25)
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Los parametros t y p definen el numero de ecuaciones independientes que es posible
obtener del problema si tomamos una funcién potencial magnético como la de la expresion
(12), aunque en principio bastard con tomar sélo una de ellas como funcién trigonométrica
de alto orden. Dado que el papel de la funcidn B(x; 8) no se limita a definir la componente
toroidal del campo magnético B, (entre las ecuaciones (18) y (25)) sino que también denota
la forma del campo de velocidad rotacional (a través de la componente azimutal de la ecua-
cién (4)) y la forma de las lineas de corriente poloidales (a través de las ecuaciones (19) y
(20)), parece razonable fijar la funcién de potencial eléctrico y dejar las potencias variables
para la funcidén S(x; 6). En consecuencia, a partir de ahora, adoptaremos z = 1.

Teniendo en cuenta estas observaciones, la ecuacion (23), después de un poco de algebra,
se convierte en

n ’Bg Wz(2psen”’2(9+(2—p)sen”9)+ﬁz’Wz'sen”9—’B§ W, sen” 6 |+
x x x

!

- 2£W2 (l—sen2 49)+£2W2'senz€} =0
x

2
X

(26)

donde hemos introducido el coeficiente de difusividad magnético n=1/u 0.

3. La topologia del campo magnético

La ecuacidn (25) nos permite una primera mirada del rol que juega la resistividad (o en la
manera en que lo escribimos, la difusividad) en la topologia del campo magnético. Por sim-
ple inspeccidn, puede verse que la ecuacidn (25) queda correctamente dimensionada para
p=4, o para p=2y una relacién definida entre dos variables cualesquiera.

Demostraremos a continuacion que en el primer caso no existe solucion fisica posible. En
efecto, para p=4, la ecuacion (26) se descompone Fourier como

TWS, 3P 3W F WF ]
4 x 8 x 8 x nx-  2nx

+{_%ﬂ,_lﬂéﬂ2+1%ﬂ,+WzF’_ A3

cos 26 + 27
2 X 2 X X 277x2} @7

w5 1w,
+ —ész’+—W22ﬂ’——WZQB’ cos40=0
4 x 8 x 8 x

que en virtud del tercer término puede escribirse como

W, W,F' W,F
24 420 4 T2r

4
X nx’  2nx’

0 (28)
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w,p. W,F' W,F
4 24 42 72

X nx’ 2nx’

=0 (29)

Wﬂ w,B. W, B,
A2

x x Xz

Las ecuaciones (28) y (29) muestran que si alguna solucion existe es con F=constante, y
que en tal caso resulta

F W,
B.= —gﬁz (31)
2

que, reemplazada en la expresiéon (30) conduce a la ecuacién en W,

'\ 2
13 1w 1w
W,| 5-——2+—| 2| [=0
| x W, 2£sz (32)

que, como puede verse facilmente por su propia estructura matematica, no tiene solucion
real (o la tiene, pero es la solucidn sin significado fisico W2 =0). Luego, debemos explorar
las soluciones con p=2.

En tal caso, la expresion (26) deriva en la forma

77{ Zﬂ —2Lcos t9+Wz—2ﬂ’senzt9—£;(2W2 —W;jsenzﬁ}t

2

X x T\ x
(33)
2W,F' F
+W—2200s249+ 2—sen’0=0
X X
que de inmediato se desarrolla Fourier como
[477—m4ﬁr+—2W22F}+ 77( Wb, sen’6 — ﬁ2(2W /A j] —Wf -
x X x U x X
(34)
2W,F" 2 : F
N e R
x X x T\ x X

Es casi evidente que la inica manera de satisfacer la ecuacién (34) es que cada término
entre paréntesis sea nulo por separado, de lo contrario los términos de la serie de Fourier
resultante no podrian ser nulos. Entonces, la ecuacion (34) se reduce a las dos expresiones
siguientes
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Asumiendo W2 # ( la expresién (36) puede escribirse en la forma sucinta

n(B, +B.f(W,))+F =0 (37)
donde hemos definido
2W. ]
" “
’ w,

Derivando una vez la ecuacién (37) y por medio de la expresidn (35), tras un sencillo pero
engorroso dlgebra se puede establecer la relacion completa entre 8 (x) y f(W,) en la forma

gom 1005 12| <o ©)

de modo que la funcién W, (x) puede hallarse una vez que se determina la forma funcional
de B (x) sobre la base de alguna hipétesis adicional. Para poder comparar con los modelos
de plasmas idealmente conductores, supondremos que el flujo evoluciona sin componente
toroidal de la fuerza de Lorentz.

En este punto posiblemente sea necesario decir que usualmente en los modelos de
flujo poloidal se toma B =0, lo que inmediatamente conduce a que las componentes poloi-
dales de la corriente sean nulas y, en consecuencia, la componente azimutal de la fuerza
de Lorentz sea idénticamente nula. No es nuestro caso, nosotros estamos adoptando una
particular relacién entre las componentes poloidales del campo magnético y de la corrien-
te, precisamente la que hace que una componente de la fuerza de Lorentz sea nula. Y no
podriamos suponer B =0 porque en tal caso las corrientes poloidales serian nulas (véanse
las expresiones (19) y (20)) que son precisamente las que modifican la topologia del campo
magnético debido a la resistividad no nula.

La condicién de componente toroidal de la fuerza de Lorentz nula se escribe como

r

B, B, B P_

T B’ - iB _iB = op op _
(j )¢ r%0 = 0% UR, x> sen® 00  u,R, xsen6 ox (40)
que puede escribirse de una manera mds compacta en la forma
= 5 op 04 0P 04
xB) =—F——-—"1—=
U*B),= o o0 20 (41)

de donde puede verse de manera casi inmediata que la hipdtesis de componente azimutal
nula de la fuerza de Lorentz es equivalente a plantear que la funcién f(x,0) es funcién de la
funcidén potencial flujo magnético A(x,6), esto es, B(x,0)=f[A(x,0)] independientemente de la
forma que adopte el potencial de flujo magnético. En nuestro caso, esta condiciéon se reduce
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ala forma
A (X, 0 )
_ _ 2
B (x.0) ==z =Wy (x)sen” 0 (42)

*

De esta manera, la ecuacion (39) se escribe como

} : , 2W.
Wy + W, f (W) + W, f"(W,) = xf (43)
o, lo que es equivalente
2W, }
—= =W,
2 2 W
w) -2 2 (W (44)
f)- =5 ' (72)

A partir de la definicién (38) es inmediato que el lado derecho de la tltima ecuacién debe
anularse, por lo que la funcién f(W,) debe ser una constante, digamos m, y, en este marco
particular, la ecuacién para W,(x) resulta

20, _

W, +mW,-——=%=0 (45)
X

cuya solucién, como puede comprobarse por reemplazo directo, resulta en la forma

w2 o (2oL
Wz(x)—cle (1+ j+cz(2 J (46)

mx

donde c, y ¢, son constantes en principio arbitrarias. Puede verse que la solucion es valida
para todo valor de m#0, en cuyo caso la solucién

W, (x) = %3+ c4x2 (47)

es casi inmediata, con ¢,y c, constates también en principio arbitrarias.

La figura 1 muestra las lineas de campo para m = 0,5, m = 1y m = 1,5. El panel d
representa la superposicion de un campo puramente radial y uno dipolar, que resulta para
m=-1,c,= 0,c,=-1. La torsién de las lineas de campo es evidente, especialmente en el panel b,
un efecto que sélo tiene que ver con la resistividad y que proviene del término exponencial
de la ecuacion (46). Notese que, en términos generales el valor del parametro m determina
la latitud por debajo de la cual el material puede expandirse hacia regiones del disco ecua-
torial, y eventualmente regresar a la superficie del objeto central. De hecho, cuanto menor
sea m, mayor serd esta latitud, a partir de la cual el plasma se aleja grandes distancias en
forma expansiva.
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Mencionemos de nuevo que la soluciéon que presentamos se basa en la hipdtesis de que
la componente toroidal de la fuerza de Lorentz es nula. Lo que no podemos imponer es la
condicién B =0 porque seria equivalente a formular un modelo ideal con resistividad nula.
Pero debe quedar claro que, aunque no es para nada limitativa, no es mds que una hipotesis
de trabajo.

Por ejemplo, podriamos trabajar con una componente toroidal de campo magnético que
sea decreciente con la distancia. Esta es también una hipétesis realista y plausible, de forma
tal que podriamos escribir

B =Bx! +x (g<1) (48)

donde « es una constante positiva que hemos introducido para que eventualmente B,
tenga un término decreciente lento. Los valores permitidos de q tienen que ver con el
hecho de que, a diferencia de B, B(x) no es necesariamente una funcién decreciente.
Definiendo b=x/B la ecuacién (39) se transforma en

q(l-q) ¢ 27
—%+xl_qf(I/I/Z)+(x"+b)[f(W2)+;} =0 (49)
cuyas soluciones en términos de q y b son casi inmediatas para f(W,) en las formas
1 c b(c +2) 2h?
w,)= A+ ! -1 -~ #1/2 50
f( 2) b+x? (2q—1)x1_2q (l—q)x'_q X 1 (50)
1 26> 13 b 9
f(Wz)zb_i_xl/z {’1_ X _7)61/2 +_lnx:| q=1/2 (51)

donde A es una constante arbitraria y ¢ una funcién del parametro g definida como

¢, =2+4q(1-q) (52)

Es casi evidente que existe ahora un conjunto de soluciones que dependen del particular
del parametro q. A modo de ejemplo, para g=-1,b=1, resulta

_S ** (_l)n n-1_2n+l 2 3(_1)n n_2n
WZ(X)_x ¢ Jr‘c;nzﬂ:(z;wrl)nﬂL et ;(2%3)”/“ (53)

donde c_y c, es otro par de constantes arbitrarias. En términos generales la integracion
numérica del conjunto de ecuaciones para W, (x) (a partir de la relacion (38)), dependien-
do de los valores de las constantes involucradas, resulta en topologias similares a las de
la figura 1. Hay sin embargo dos diferencias destacables. La pimera es que las soluciones
dependen ahora de cuatro constantes arbitrarias, y no tres, como en el caso de componente
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azimutal nula de la fuerza de Lorentz. Y la segunda, y mds importante, es la forma funcional
de la velocidad de rotacién. En la seccion siguiente lo justificaremos.

8 - 81

m=05c=c

z=r/R,
(d)

Figura 1: lineas de campo magnético para diferentes valores del parametro de curvatura m. En el panel (c)
puede verse que la topologia deja de ser cerrada a partir de m=1,2. El panel (d) muestra las lineas de un campo
magnético puramente dipolar superpuesto a uno puramente radial (m=-1, ¢,=0, ¢,=-1) con resistividad nula.
La diferencia fundamental entre el tratamiento ideal y el resistivo puede verse entre los paneles (a) y (d): con
resistividad no nula las lineas se curvan hacia el polo después de formar una region de lineas cerradas.

4. El flujo asociado

Escribamos el conjunto completo de ecuaciones para el flujo de masa. Para la funciéon
magnética (12) las componentes radial y polar del campo de velocidad pueden escribirse a
partir de la ley de conservacion de la masa, ecuacion (2), utilizando la expresion (6), esto es

oy /06
- 2.2 .
. " pR’x’sin0
V(pv)=0= (54)
O | ox
Vy=—————
7 2 .
PR x sinf
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Por otro lado, la componente azimutal de la ecuacion (3) se escribe como

1
vB,—v,B =—j
r =6 0=r O_Jqﬁ (55)

que en términos de las expresiones (9), (10) y (16) puede escribirse en la forma

2w,
2 2
al/g/éx W,;cotgé?— 61//2/('?9 g X
px° sin@ W, px° sin@ W,

af () 2

de manera que es inmediata la forma de la densidad p(x,6)

oy
2 corgg-2¥
o w, % ae} 80

p(x,0) 1 {aw 2W,

af (W,)x* sind

donde hemos definido la constante a=R,/u 0. Un par de comentarios respecto de la
ecuacion (57) se hacen necesarios. En primer lugar, de haber tomado a=0 (o equivalen-
temente 0->) la Unica solucidon posible seria que se anule el corchete, es decir, que sea
P(x,0)=h(A(x,0)). De esta manera es casi evidente que lo que cambia radicalmente el proble-
ma es la constante a.
Especificamente, podriamos reescribir la condicion (57) en la forma

: oy 2W, oy 1. s
LA =W sen® 0 —""2cotg ———} =— x“sen 6
[y 4]=", {6x w, ae} c? (58)

y de nuevo, el operador sélo serd nulo si el plasma es idealmente conductor 0->) 0 sij =0,
condicién que se cumple si, y sélo si, el pardmetro m de la ecuacion (45) es nulo. Luego, en
estas condiciones es imposible que la funcién flujo masico y(x,0) pueda escribirse en térmi-
nos de la funcién potencial de campo magnético A(x,0). Y de hecho hemos fijado la funcién
de potencial electrostatico a través de la denicion (24). Sobre la base de estos vinculos, pro-
ponemos una funcién flujo masico de la forma

V/(x,@)=1//0(acosl9+u(x)sen20) (59)

donde 1, y a son dos constantes (la segunda es adimensional), y u(x) una funcién adimen-
sional y en principio libre, porque de esta manera el problema conserva identidad. En estas
condiciones, la ecuacion de la densidad de masa (57) resulta

p(x,H):W[a+2g(x)coséj (60)
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donde por comodidad hemos definido la funcién
g(x):”K_” (61)
W,

Dos caracteristicas resultan inmediatas. En primer lugar, la dependencia angular de la
funcién densidad anticipa que el signo de la constante a debe ser el mismo que el de la
funcién f(W,). Por otro lado, es casi evidente que no pueden ser simultdneamente a=0y
u(x)=W,/W, (W, es una constante). En estas condiciones, las componentes polares de la ve-
locidad resultan

—a+2u(x)cos6’
)= W.
vr(x, ) vOf( 2) a+2g(x)cos9 (62)
xu'(x)cosé’
Vo (x’e):_vof(Wz)a+2g(x)cosl9 (63)

donde hemos definido v, =a /R’ =1/ 14,0 R, . Se observa que en la regién ecuatorial y
en su vecindad puede existir una componente radial entrante del flujo, que en principio
podria representar material que fluye para formar algtn tipo de disco o caer hacia la super-
ficie del objeto central. La existencia de dicha regién ecuatorial esta

relacionada con los signos de v y de v, que es lo mismo que decir que depende del signo
de f(W,) y de u(x). Por ejemplo, este tipo de plasma entrante existira para el campo magnéti-
co que hemos encontrado en la expresion (46). Y la extensidn en el plano polar de esta regiéon
depende naturalmente de u(x) y del valor del parametro a. Dicho en otras palabras, para una
distancia relativa x, la velocidad radial desaparece (y cambia de signo) en un angulo dado
por c059=a/2u(xp ).

Escribamos formalmente ahora la ecuacién (4). Teniendo en cuenta la expresion (6),
resulta

LN
v, +5——+ + cotg 6 = —
ox x 00 x X R pu,x sen 0

ox 00 00 ox

v, Vv, 1 [aﬂ 04 0p 6A}
B o Sop (64)

Obsérvese ahora que con la hipdtesis [ J*xB ] =0 (el corchete del miembro derecho
de la ecuacidn (64)) la solucién de la componente azimutal de la es inmediata. En efecto,
empleando las formas (62) y (63) y pensando la componente toroidal en la forma genérica
V,=v,(x)G(B), escribiremos la ultima expresion como

—a (v;j +v—¢jG(9)+2u (v; +v—¢JG((9)cos0—u'v¢ {ai—fj)sene—G(H)cosﬁ} =0 (65)
X x
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Ahora bien, sin importar a forma exacta de la funciéon G(6), el primer sumando impone
la condicién

I
\% _— =
¢ x (66)

Por otro lado, no parece demasiado especulativo esperar que la velocidad de rotacién ten-
ga un maximo en el ecuador, de manera tal que parece razonable asumir una forma angular
G(6)=sen O (una forma funcional que anula idénticamnete el corchete de la tltima expresion)
en cuyo caso obtenemos

v, (x, 9) = v—;sene (67)

donde Y, S€ refiere a la velocidad toroidal del flujo en x=1,0=1/2. Obsérvese que esta for-
ma (por lo demas plausible) s6lo pudo obtenerse suponiendo que la componente azimutal
de la fuerza de Lorentz es nula. En cualquier otro caso deberiamos haber definido previa-
mente el valor de la constante a y la forma funcional de u(x), con lo cual podriamos haber
integrado previamente las funciones (62) y (63), un formalismo que no es sencillo porque no
se trata solo de criterios de plausibilidad, ya que aun cuando optaramos por esta via restaria
acoplar esas soluciones a las formas de la presion del plasma, una tarea que esta fuera del
alcance de este trabajo.

5. Conclusiones

En este trabajo hemos considerado la evolucién de un plasma con resistividad no nula en
geometria esférica. En primer lugar deberia observarse que en los modelos con resistividad
nula el campo magnético debe indicarse a priori, de una manera mas o menos general. Si
setoma B =0 resulta F,, =0. En cambio, en este modelo es imposible tomar B =0 porque en
tal caso el modelo carece de sentido.

En principio podria parecer extrafio o llamativo que el modelo no dependa de parametro
alguno que, tendiendo a cero, permita reducir este tratamiento al de plasma ideal. Pero
precisamente esto se debe a que un caso no se reduce al otro. Si se considera resistividad
nula, al menos en este escenario, es imposible hallar la topologia del campo magnético por-
que perdemos la ecuacion que lo vincula al campo de velocidades y, en consecuencia, debe
ser definido a priori.

Pero es importante sefialar que las lineas de campo magnético no se corresponden con las
lineas de campo de velocidades, porque la hipétesis de resistividad no nula separa automa-
ticamente las isosuperficies de flujo magnético de las de flujo masico.

Nuestro tratamiento no procura sostener que el campo magnético difunde a través del
campo de flujo, de hecho en este contexto es un efecto menor. Lo que pretendemos resaltar
es que la topologia del campo es muy diferente a la que habitualmente se asume, y sélo en
casos particulares puede reducirse a la de plasma ideal.

La integracion de las ecuaciones dindmicas constituye ahora un verdadero desafio, por
un lado porque las ecuaciones ya no son de variables separadas, y por el otro porque una
eleccion arbitraria de la funcién u(x), si bien podria parecer plausible, podria llevar a solu-
ciones sin significado en las formas de la presién del flujo.
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Hemos demostrado que sélo en el caso de componente toroidal nula de la fuerza de
Lorentz puede hallarse la forma funcional de la velocidad de rotacién. No es esta un restric-
cién limitativa, que la componente azimutal de la fuerza de Lorentz sea nula dice que cada
elemento de plasma evoluciona siempre en un mismo plano. Obsérvese ademas que esto no
significa que no haya componentes toroidales del campo magnético y del campo de veloci-
dades, porque de hecho la que es nula es la aceleracion azimutal, no la velocidad. De hecho
cada elemento de fluido recorre cada paralelo con la misma velocidad toroidal.

Si bien el tratamiento ha sido planteado en coordenadas esféricas, es de destacar que
aparecen ya aqui algunos elementos que se repiten en cualquier geometria. Tal vez el mds
importante sea el desacople de las superficies de flujo constante, lo que hace que en cual-
quier tipo de geometria las ecuaciones dindmicas no sean ya de variables separadas. El tra-
tamiento en coordenadas cilindrico toroidales (capaces de refrescar la imagen de un toka-
mak) requiere ademas de consideraciones adicionales, pero sin embargo también pueden
hallarse algunas soluciones analiticas considerando que la fuerza de Lorentz tiene compo-
nente toroidal nula. Tengamos en cuenta que al desaparecer el término gravitatorio, en un
plasma de fusién ideal la situacion de equilibrio se presenta de manera sencilla en la forma
Vp = jx B . Esto significa que el gradiente de presién del plasma es perpendicular tanto a
las corrientes como al campo externo, de manera tal que en un equilibrio MHD la presion
y los contornos de flujo magnético coinciden, es decir, las lineas de campo magnético se
apoyan sobre las superficies de presion constante. Por otro lado, en el caso ideal el campo
eléctrico paralelo a las lineas de campo magnético es nulo, lo que lleva necesariamente a
que las superficies de flujo mdsico constante coinciden con las de flujo magnético, a menos
de una rotacion rigida (porque ] ‘Vp=0 implica que no existen componentes de j perpen-
diculares a las superficies de

presion constante).

Sin embargo, al abandonar la hipétesis de conductividad infinita, las isosuperficies
se separan y es ese fenémeno el que provoca el desacople de las ecuaciones, un tema que
excede los objetivos de este articulo y que dejaremos para el siguiente.
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