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Un Criterio Suficiente de
Estabilidad en Plasmas Magnetizados
Axisimétricos Cuasi-estaticos

Resumen: En este articulo desarrollamos una condicién suficiente de estabilidad, aplicable a plasmas cuasi-estdticos,
idealmente conductores, sin viscosidad, congelados a campos magnéticos generales. Desarrollamos el criterio en coorde-
nadas esféricas utilizando un principio de energia hidromagnético, y buscamos las regiones que pueden permanecer en
equilibrio en cada configuracién magnética particular y frente al desarrollo de perturbaciones lineales bidimensionales.
Las configuraciones magnéticas estudiadas son las que autoconsistentemente pueden sustentar un flujo en el caso dind-
mico. El andlisis que realizamos es local, es decir, hallando los autovalores de una matriz autoadjunta que relaciona las
componentes de la perturbacién con el campo magnético externo podemos determinar las regiones en las cuales una
perturbacidn puede desarrollarse, y por esta razon el criterio permite decidir si una dada region es inestable pero no si esa
regién es estable frente a esa perturbacion.
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Abstract: In this paper we develope a sufficient condition of stability, applicable to quasi- static, ideally conductive, inviscid
plasmas, frozen to general magnetic fields. We develop the criterion in spherical coordinates using a principle of hydro-
magnetic energy, and we look for the regions that can remain in equilibrium in each particular magnetic configuration and
against the development of the proposed perturbations. The magnetic configurations studied are those that can consis-
tently support a flow in the dynamic case. The analysis we perform is local, that is, by finding the eigenvalues of a self
adjoint matrix that relates the components of the perturbation with the external magnetic field, we can determine the
regions in which a perturbation can be developed, and for this reason the criterion allows to decide if a given region is
unstable but not if that region it is stable.
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INTRODUCCION

Los sistemas de plasmas confinados magnética-
mente han sido ampliamente estudiados en diferentes
escalas, desde las que se asocian a sistemas cosmo-
logicos hasta las que corresponden a maquinas de
fusion. Uno de los tépicos centrales en estos estudios
es el equilibrio magnetostatico conjunto del plasma y
del campo magnético en presencia de un campo gravi-
tatorio externo, porque resulta fundamental esta-
blecer las propiedades de estabilidad de los diferentes
modelos de estructura magnética que autoconsisten-
temente sirven de soporte al plasma confinado. Por
ejemplo, Dubois y Teyssier (2010), Porth y Komissarov
(2015) estudian fendmenos asociados a la estabilidad
de jets cdsmicos extragalacticos, Asseo y colegas
(1980) estudian los estados de equilibrio del gas inte-
restelar subsumido en el campo gravitatorio galactico
en presencia de rayos césmicos, Low y Manchester
(2000) analizan el equilibrio magnetostatico en
atmosferas estelares isotérmicas, Aly (2012) realiza
un interesante analisis del equilibrio y la estabilidad
en prominencias solares quiescentes, Ham y colabora-
dores (2015) estudian peculiares estados de equilibrio
asociados a la falta de simetria axial en tokamaks. Una
revision completa y estimulante de todos estos tépicos
puede encontrarse en Balbus y Potter (2016) en el que
se abarcan temas relacionados con las inestabilidades
en objetos astrofisicos, o en Keppens y Demaerel
(2016), Demaerel y Keppens (2016), que analizan dife-
rentes equilibrios MHD en tokamaks.

En términos absolutamente generales las condi-
ciones de estabilidad de los flujos de plasma
magnetizados se obtienen explotando la estructura
hamiltoniana de las ecuaciones de la magnetohidrodi-
namica clasica perturbadas (véase el pionero trabajo
de Newcomb, 1962) y, en particular, utilizando tres

tipos de principios energéticos (Andreussi et al, 2015).
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No obstante, Glasser y colegas (2016) analizan la esta-
bilidad magnetohidrodindmica resistiva lineal de un
plasma toroidal axisimétrico basandose en un método
de expansiones asintoticas combinadas, en tanto que
Tonci et al (2014) investigan modelos hibridos ciné-
tico-magnetohidrodindmico en los que un plasma
caliente (gobernado por una teoria cinética) interactia
con una masa fluida magnetizada (gobernada por las
ecuaciones MHD) y emplean en su estudio diferentes
esquemas de acoplamiento no lineal, incluyendo el
esquema de acoplamiento de presién (PCS) utilizado
en simulaciones hibridas modernas, que tiene la
desventaja de no ser hamiltoniano y, en consecuencia,
no permite invocar un principio de conservacién de la
energia total del sistema.

Nuestro interés esta centrado en la estabilidad de
diferentes configuraciones magnéticas, en geometria
cilindrica y esférica. De hecho, en Rotstein y Ferro
Fontan (1995) hemos introducido una novedosa clase
de configuraciones magnéticas plausibles en objetos
autogravitantes, y en Rotstein (2011) y Rotstein y Ferro
Fontan (2012) hemos extendido ese tipo de configu-
raciones magnéticas pensando en plasmas resistivos.
El objetivo de este trabajo es analizar bajo qué condi-
ciones estas configuraciones podrian permanecer en
equilibrio estatico, porque es central comprender de
qué manera podria iniciarse un flujo. A lo largo de
este articulo emplearemos el principio de energia
introducido por Bernstein y colegas (1958), en el cual
todos los elementos de fluido son desplazados de sus
posiciones de equilibrio estatico por alguna perturba-
cion (lineal, armdénicamente dependiente del tiempo
y sujeta a determinadas condiciones de contorno) y
escribiremos las ecuaciones para las variables pertur-
badas. Esto lo haremos en la seccion 2, donde ademas

escribiremos la integral de energia y analizaremos
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bajo qué condiciones, al menos localmente, el sistema
puede ser estable. Este caracter local se debe al hecho
de que dentro de nuestro marco de andlisis la inte-
gral de energia debe ser definida negativa para que el
sistema sea estable. Pero esto se logra analizando los
autovalores de una matriz de 4x4 asociada a las formas
cuadraticas en la perturbacion y el campo magnético.
Y para simplificar el tratamiento se deja de lado uno de
los términos que siempre es negativo, de suerte tal que
si en alguna regidn las condiciones halladas fueran de
inestabilidad todavia faltarfa incluir el término estabi-
lizador. En cambio, si la integral reducida se relacio-
nara a una perturbacion inestable, toda la region lo
sera. Por este motivo es que podemos decidir si una
region es inestable (frente a la particular perturba-
cién) pero no podemos afirmar taxativamente que sea
estable. Y de ahf el caracter solo suficiente del criterio.
En la seccién de aplicaciones analizaremos algunos
casos particulares de interés, y dejaremos la seccion
final para el andlisis de los resultados y las conclu-

siones que de ellos se desprenden.

EL CRITERIO DE ESTABILIDAD

Habremos de concentrarnos en las interacciones de un
fluido compresible, sin viscosidad, con diferentes estruc-
turas magnéticas y el campo magnético esféricamente
simétrico generado por un objeto central. En la aproxi-
macién magnetohidrodinamica (MHD) las ecuaciones

que describen estas interacciones se escriben como

dp

a—t+V'(pi7)=O (1)
dB R
Esz(va) )

P 1 —
p [—+v-V]v=—|7P+—(I7xB)xB
ot Ho (3)
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donde v es la velocidad del fluido, p su densidad, P la
presion del plasma, B el campo magnético externo,y g
la aceleracion gravitatoria (también externa al fluido).

La ecuacién (2) indica que consideramos nulo el campo
total (E+v xB=0), en tanto que la expresion (4) indica que
estamos suponiendo que el fluido evoluciona adiabati-
camente, esto es, que no existe transporte de calor por
conduccién ni a través ni a lo largo de las lineas de campo.
Habremos de trabajar en geometria esférica suponiendo
ignorable la coordenada de rotacion alrededor del eje polar
(simetria axial) y nula la componente toroidal del campo
magnético, esto es, adoptaremos algunos casos particulares
de interés, y dejaremos la seccién final para el andlisis de los

resultados y las conclusiones que de ellos se desprenden.

p=p(r60) P=P(0) B=Bé +Byé

Ahora bien, en equilibrio magnetohidrostatico las

ecuaciones (1)-(4) se reducen a la forma

B? B-V)B
_V(p+_)+7( ) -pgé =0 (5)
249 Ho

donde hemos usado la identidad
(VxB)x B=-vB?/2+(B-V)B.

Supongamos ahora que el sistema es desplazado de
su posicion de equilibrio, y sea

g — g(r,g)eimt (6)

el vector desplazamiento. Las expresiones de las variables
perturbadas a primer orden (que indicaremos simple-
mente con un mofo cuando se trate de un escalar; y un
mofio y en negrita cuando se trate de un vector pertur-
bado) a partir de la ecuacién de continuidad (1), de induc-

cién (2) y de flujo adiabatico (4) seran en consecuencia
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p=-V-(p¢) 7)

B=vx(xB)=(B-V)§—(£-V)B - 8
—§(V'§)

B=—(£-v)P—ypP(V-£) (9)

Finalmente, de la expresién (3) resulta la ecua-
cién de movimiento linealizada a primer orden,
para una perturbacion del tipo de la expresion (6)

(Bernstein et al, 1958)

LENB+(B V) E

-0 Ar = i‘ (10)
" pgé ©

Una vez establecidas las condiciones de contorno
sobre la perturbacion € es posible, en principio, encon-
trar los valores de w? y del principio de conservacién
de la energia se sigue que si w?0 el sistema oscila
alrededor de su posicién de equilibrio, en tanto que
para w?<o el sistema se aparta irreversiblemente de
éste (Bernstein et al, 1958). Ahora bien, en la expresion
anterior hemos introducido la cantidad F{¢), que repre-
senta la fuerza linealizada por unidad de volumen que
aparece debido al desplazamiento. Obsérvese que la
integral volumétrica de esta fuerza, multiplicada esca-
larmente por el desplazamiento, representa el trabajo
durante la perturbacion, y es necesariamente contraria
y proporcional al cambio de energia potencial W debido

a ese desplazamiento, es decir, se cumple
—fa)zpé’-fdv=ff(f)-§di/z—zaw (11)

y el factor 2 que aparece en el miembro derecho

obedece a que F §) es un operador autoadjunto
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(véase Bernstein et al, 1958) y la integral de volumen
es entonces dos veces la variaciéon de energia poten-
cial (en términos poco rigurosos puede pensarse que
la fuerza media durante el desplazamiento completo
es la mitad de F7§)). Pero debemos tener en cuenta
que w2[(p &/2)dV representa la energia cinética del
plasma (definida positiva) de manera tal que la ecua-
cién (11) asegura que el sistema gana energifa cinética
si la energia potencial decrece, esto es, si 6W<o. De
aqui se sigue que el sistema es inestable si para alguna
perturbacion € resulta §W<o (porque en tal caso debe
ser w?<0). Entonces, escribamos la expresién (11) en

una forma mas conveniente, a saber

= o~

%)
P+ ds +
24,

-\ (12)
+(M)-§—ﬁgf-ér}dv

Obsérvese que la primera integral proviene de la
divergencia del primer sumando en el término central
de la expresion (10) usando el desarrollo (8). Por lo
demas, la integral de volumen es autoadjunta (Zweibel,
1981), es decir, sus autovalores son reales. Si supo-
nemos que la perturbacién a que sometemos el sistema
estatico se anula sobre la superficie de integracion, el
primer sumando sera nulo, esto es, si de ahora en mas

suponemos una perturbacién de la forma
$(r,0) =& (r,0)é, +$p(r,0)é (13)
la anulacién de la primera integral de la expresion

(12) supone que tanto la componente radial ¢, como

la polar & de la perturbacién se anulan sobre la
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superficie de integracion. Sustituyendo ahora las

expresiones (7)-(9) en la ecuacién (12), la integral de

volumen resulta
o2 B? -

—2W = f{—(v-f) (yP +2—ﬂo) +2(v-¢)
(B-v)¢

o) 5

+f 5.((§-v)é’-v)§ . ((¢-v)B-v)B

Al fav +

Hy Hy

_(B-v)¢
y7i

0

+¢.9 (5 : V) P’ av (14)

Completando cuadrados, tras una tediosa opera-

cion, resulta

B2 .
—2W = — (yP+—)[V E+
2,
B2 (B-v)E z
(£-v) (P + Zuo) + m B
=3 dv +
YP + m J J
- > 2
(¢ V)(P+ZB—2)+ ME
Hy K,
+f 3 dv +
yP + m J
f ((B- V){ v) ((¢-v)B-v)B )
Hy
(B-v)é l
- + &.9(8-V)p| av
e 9(&-v)p (15)

Ahora, integrando por partes el tercer sumando,
reemplazando por los valores de equilibrio y reagru-

pando términos se obtiene finalmente
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BZ
—2W =—|(yP+—]|[V-£+
24,
2 B-v)E T
(¢ V)(P+ZB—)+( )61?’
+f o o dav +
BZ
]/P+2—
Hy

~
-]
+
| S—

- -2
_M] o
Hy

I a? +BZ + dg
& arz 2u Por

0

+$"162+6 P+BZ+ dv
r \rag? or 244, rg

2 BZ
J‘grfgr(r a6 6r69) (P 2,110) av (16)

De aqui se sigue que el sistema es inestable si

para alguna perturbacién ¢ resulta 6W<o. El primer
sumando del ntucleo de la ecuacién (16) o bien es
negativo (o sea, estabilizador) o bien es nulo. La situa-
cion mas inestable posible sera aquella en la que este
término sea nulo, porque si de hecho no lo fuera y se
hallara una perturbacién que hace positivo el resto de
laintegral de volumen, quedaria por incluir un término
estabilizador para analizar el signo completo de 6W.
Suponer que el primer sumando es nulo es establecer
una condicion limitante sobre las perturbaciones posi-
bles, pues de hecho debe cumplirse

(v-é)(yp+%)+($-v)(1>+§)—

0

_(B-v)¢
Ko B=0 (17)
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que, en virtud de las expresiones (7) y (8) es lo mismo

que pedir

ﬁ+§g 0—(P+BZ) 0 (18)
_— = —_— = 1
Hy 244,

En consecuencia, habremos de trabajar en la hip6-
tesis de que la forma perturbada de presién total (la
del plasma mas la magnética) sea nula, que a su vez se
asocia a una particular condicién entre los angulos de
propagacion de la perturbacién y el campo magnético
original. Quizas valga la pena recalcar que no es que
la presion total estabiliza el plasma, sino que tiende a
gobernar oscilaciones estables frente a determinadas
perturbaciones. Si las tres integrales restantes del
nucleo de la expresién (16) tuvieran efectos desesta-
bilizantes, nada podriamos asegurar acerca de la esta-
bilidad (o de la inestabilidad) de la region en estudio.

Sin el primer sumando, la integral serd negativa
siempre que los autovalores de la matriz asociada sean
todos negativos. Pero dado que el integrando posee ya
un término positivo podemos analizar los tres auto-
valores restantes del integrando sin el primer término
cuadratico no nulo. De su andlisis surge que un auto-
valor es negativo y los otros dos se obtienen a partir

de la ecuacion
) &
A+ @+ p) A+ aﬁ’—z =0 (19)

donde los coeficientes a, B y € son los términos que
multiplican a § , &y ¢ §, respectivamente, en
la ecuacion (16). Ahora bien, pedir que los auto-
valores sean negativos es equivalente a pedir que
las raices de la ecuacion a A?+bA+c=0 sean ambas
negativas. Para ello deben ser c>0yb > 0 (pues en
nuestro caso es a=1) que, traducido a la forma (19)

se escribe como
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a+p >0 (20)

6'2 —4aﬁ <0 (21]

A su vez, dado que €2-4af3<0 siy s6lo si ay 3 son
simultdneamente positivos o negativos, podemos

reescribir la condiciéon (20) como

a>0 ﬁ>0 (22)

es decir, el integrando puede ser negativo (estabili-

zador) sélo si se cumplen las condiciones

P “Z>0 (23)
ar? T ar —
16> 0 (24)
— = >
(r692+6r):P+pg =0
2(19 _ 0°\_|_4[2* ,  dg 2
r\rae "arae)” | "r|arz” TPor| X
102 4 - - (25)
X\ “3gz T3, | P trgl 2
donde hemos definido la presién total
B2
P=\P+— 26
( 2#0) 20

Si alguna de estas condiciones no se satisficiera, el
sistema seria inestable localmente, porque en prin-
cipio no es posible esperar que las condiciones (23)-
(25) se cumplan a lo largo de todo el sistema. Debe
notarse, sin embargo, que si en alguna regién estas
condiciones se verificaran el sistema podria todavia
ser inestable debido a la presencia del segundo

término de la ecuacién (16).
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TRATAMIENTO GENERAL

Notemos ante todo que la condicién de equilibrio

magnetostatico (5) se reduce alas dos ecuaciones

P 1

—§+#—0(1><B)r—ﬂg=0 (27)
19P 1 . (28)
e —+— (xB)g=0

r69+,u0(’ )o

que, una vez definido el campo magnético, permiten en
principio hallar las expresiones de equilibrio de la presion
del plasma y de su densidad. Ahora bien, con simetria
axial la forma general de las componentes poloidales del
campo magnético se escriben en términos de una funcién

a(r) y el angulo polar como (Tsinganos, 1982)

2]
B. = Zr—z cos @ (29)
By = — =22 sent (30)
o =~ sen

donde w(r) es una funcién en principio arbitraria que
puede incluso ser definida en base a algtn principio
de plausibilidad. Para simplificar el tratamiento defi-
namos la distancia adimensionalizad

ng (31)

donde L es el tamafio tipico del sistema esférico de que
se trate. Si definimos ademas

@ (32)
W = L_Z

las componentes del campo se escriben inmediata-
mente como
w
B, = Zx—2 cos 6

(33)

x dx =T (34)
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La integracion general de las formas de presion
magnética, presion del plasma, presiéon total y
densidad son inmediatas en términos de las expre-
siones (33) y (34). En efecto, resultan
w’ (ZW w' w"

JxB=— —T)senZGér+

_+_
Lx\ x3  «x2

+ 2w (ZW + w’ W") D cost 2 (
T2\ 3 T Senv cosu ey
Lx“\ x x x (35)
w 2w w' w"” )
P(X,Q):,uo—x x—3+x—2—7 sen“0 (36)
+ Py(x) (
2w?
P(x,0) =Py(x) + —+
HoX
1w ww’ B 5 (37)
2\ —WW" ||sen-6
Ho
(x.0) = 1 8W? Lwwrswwr
pLx0)= MoLgx? |\ x3 x?2 x

- ZWW”’)} sen?f — Ig (

En la ecuacién (36) hemos introducido la funcién
Po(x), constante de integracion respecto de la coorde-
nada polar que, en con secuencia, depende sélo de x.

Ahora bien, en término de las funciones

Uy (x) = — PLUPLAT LA AN
ol _yOszz x x2)\ x x2

wiw wo
ta—(2=—2—+w
xZ\ x? x

!

Uy (x) = B LA CPLps
to L x? | x? x

— xz W””) +
(39)
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w/ w
+ —(—3—+ 2W" — xW"’)] (40)
X X
UG = w2 o ww' 2ww"
2t _,uOLx2 x2 x3 x2
WA\ Py
—_g—||-=2 (41)
x4 )] L
e 1 2W'2 6WW' 3WW"
3WX) = yLx? x2 x3 x2
w2 o _ww"
+8—-3 (42)
X X
Uy(x) = 4 W'2+4WW’ aww"
STkt \ 2
+ xWW’”) (43)

las condiciones de estabilidad (23) - (25) se escriben

como

= —+2—+U0+Ulsen29>0 (44)

10 A PSRN
7902 T ar P9

Py
U, +T U; sen?8 > 0

[r G% B afge)?r B
B _[6r2 ] [(: 66822
=[o] -

X (U + Us sen?8) = 0 (46)

(45)

2ol

POH Pl’
1 +2L2 + Uy + U, sen?8 | x
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y el problema queda completo una vez que se define
el perfil del campo magnético del sistema. La estruc-
tura completa del campo magnético autoconsistente
con la existencia de flujos y regiones estaticas es en
general sumamente complicada (véase por ejemplo
Rotstein y Ferro Fontan, 1995, 2012; Rotstein, 2011,
2017) pero una aproximacion suficiente para nuestros
propositos de tratamiento de la estabilidad consiste
en superponer un campo de lineas abiertas y uno de
lineas cerradas. Por eso en lo que sigue analizaremos
el caso general de campos magnéticos generados por

funciones de la forma

W= kxt (47)

donde k es una constante positiva. Un tal campo
en coordenadas esféricas puede ser expresado en
términos de un pardmetro de curvatura q mediante
una funcion de la forma

B = 2kx92cos 6 é, — gk xT 2sen 6 &, (48)

Es casi evidente que para evitar que el campo
magnético diverja o sea constante, debe ser g<z,
pero mas aun, la expresion (38) para la densidad
adelanta que dado que la aceleracién gravitatoria
va como x?, el parametro q debe ser estrictamente
menor que 1,5. Debe notarse, ademas, que este
campo cambia su condicién de abierto a cerrado en
q=0, que corresponde a un campo magnético pura-
mente radial.

Teniendo en cuenta las expresiones (39) - (43)
podemos analizar el rol del pardmetro de curvatura
q en la estabilidad de la configuraciéon observando
que las condiciones de estabilidad (44) y (45) se

transforman en
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o P+ ag>0—P"+2P0,+
6rk2x2q_6 ar X

+——I(8¢> =369 +40) +
0
(—2q* + 15¢° — 33q* + 29q )sen?68] = 0,  (49)

Lo* + g P+ >0
roo?  or)” P9 =
Je2 x20-6
= 22 r—g? _
= Tl [(—g*“ +8q —8) +
+ (=393 + 10g? — 15q + 8)sen?] = 0 (50)

Analicemos la funcién (50). Lo primero que
debemos tener en cuenta es que la funcién U3 cambia
de signo y se hace negativa en q=1. Por otro lado, el
cociente tiene limite 1 en g=0, de manera tal que no
existe valor alguno del pardmetro de curvatura en
el intervalo gefo; 1] que haga posible la estabilidad.
Finalmente, debe notarse que la funcién Uz cambia de
signo (y se hace negativa) recién en q~1,17, de manera

tal que la condicidn (50) se traduce en las formas

senf > (g*—8q +8)
~ J(=3q® +10g? — 15q9 + 8)
(51.a)
si—2<qg<0
(9% —8q +8)
<
senf < J(—3q3 +10g%— 159 + 8)
(51.b)

si 1,17<qg< 1,5

En la figura 1 mostramos el cociente para el rango
de valores -2<g<1,5, donde puede verse que no todo
valor del parametro de curvatura es capaz de cumplir
la condicién de estabilidad. En la figura 2 ampliamos
el intervalo [0; 1,5] en el que parece evidente que en
el intervalo [0; 1,17] no existe valor alguno del para-
metro que haga posible la validez de la condicién, esto

es, que el sistema es inestable frente a perturbaciones
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polares. En la figura 3 mostramos los valores limites
del angulo polar en funcién del parametro de curva-
tura. Obsérvese que la condicién (49) puede ahora

expresarse en la forma

P; kZx2a-¢
Py +2?2 - [2(4g% — 18q + 20) +
0
+(—2g* + 15¢® — 33¢% + 29q) sen?8] (52)

que en términos de la ecuaciéon (51), para g<o puede

escribirse como

Py + ZP—(; > —20t(q)x2‘5"6
0 X Yo (53)

donde hemos definido
a(q) = (—8q%+36q —40) +

(2q* — 15¢® + 33¢* — 29q) (q* —8q + 8)
(=3¢ + 10g2 — 159 + 8) (54)

Si bien a partir de las ecuaciones (4), (27), (35) v
(38) podria obtenerse en principio una forma de la
presion Po (a condicién de definir el indice politro-
pico y) sabemos de algunas restricciones que debe
cumplir, a saber

i) Po es, necesariamente, definida positiva. Si no
lo fuera, la presion en los polos podria ser negativa
o nula, situacion fisicamente inaceptable; ii) dPo/dx
es, necesariamente, definida negativa. Si no lo fuera,
la densidad en los polos podria ser negativa o nula,
situacién fisicamente inaceptable; iii) Po no puede ser
constante, pues debe anularse en el infinito.

Con estas restricciones en mente, parece evidente

que la desigualdad (52) se cumple para

_ 0 kP a(q) 2q¢-4+  (55)
P = ot =D =D
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donde Ilo es una constante positiva relacionada con
la presion en la superficie del sistema y compatible
con las condiciones de contorno, y n un coeficiente a
determinar (debe notarse que con n=1 le expresion
(52) se verifica idénticamente). Obsérvese que defi-
nida negativa. Si no lo fuera, la densidad en los polos
podria ser negativa o nula, situaciéon fisicamente
inaceptable; iii) Po no puede ser constante, pues debe

anularse en el infinito.

p(x,0) =

:k2x2q—3 a(q) B

2¢* — 3q* — 8)sen?0
tolgo |29 -3 (29 K Jsen

I, (
9 56)
+n Lgox™ 1

donde hemos definido g=g(x=1)/x* = go /x*. El
problema queda asi basicamente determinado.
En el siguiente capitulo analizaremos un par de

casos interesantes.
TRATAMIENTO GENERAL
Campo dipolar

Este tipo de configuraciéon de lineas totalmente
cerradas es interesante por su concepcion (tipica-
mente se trata de campos magnéticos planetarios,
antes de ser deformados por los eventuales vientos
estelares) y por su sencillez. De hecho, resulta de
tomar k=b>0 y q=-1 en la ecuacidn (47) y escribir el

campo magnético como

B 2b 0é + b 6 é
=-—cosbe.+—5 senb g
x * (57)
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En tal caso las primeras dos condiciones de estabi-

lidad se reducen, respectivamente, alas desigualdades

. P b?
Po+2—% —47—— (58)
X HoX
—17 + 36 sen?8 > 0 (59)

De acuerdo a la discusion del paragrafo ante-
rior (y la figura 3) la desigualdad (59) se refiere a
la existencia de un angulo limite (del orden de 46°)
por debajo del cual el sistema es inestable frente a
desplazamientos polares o, dicho de otra manera, las
regiones ecuatoriales de un plasma confinado por
un campo magnético dipolar son estables frente a
perturbaciones polares.

Por otro lado, la desigualdad (58) indica que la
estabilidad marginal del sistema frente a perturba-

ciones radiales se verifica si

n P(; bz
Py +2—= —47 5
X HoX
60
pp=to_ b *
- = ——
0™ yn ’ ,UOX6
imponiendo las condiciones 1<n<6 y Ilo>b?/uo

(nuevamente, obsérvese que con n=1 la expresion
(58) se verifica idénticamente). Obsérvese que con

esta expresion de Po, la densidad resulta ser

nll,
p(x,0) = Lgox™1
2
+———=[9 + 13 sen?d]
.Ungox (61)
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Por ultimo, a partir de las expresiones (36) y (60) la

presion resulta ser

2

I
P(x,0) = x_g - [1,6 + sen?d] (62)

HoX®

y esta marcha de presién es coherente con la exis-
tencia de un sistema en equilibrio estatico toda vez que
el gradiente de presion se compensa en todo elemento
de volumen con el peso del sistema.

Superposicion de un campo de lineas cerradas y un
campo de lineas abiertas

Este tipo de configuraciéon en muchos casos repre-
senta adecuadamente el campo magnético en sistemas
con flujo, y aunque nosotros analizamos aqui las posi-
bilidades de equilibrio estatico, vale la pena estudiar
el equilibrio de una tal configuracion. Si tomamos el
caso de un campo abierto radial, basta pensar en la

funcién w(r) como

=175+ b) 6
w(x) = -+ -
>3 (63)
donde a y b son dos constantes positivas (cuyas
unidades MKSC son T), y a partir de las ecuaciones

(32) - (34) escribir el campo magnético como

= (2b a R b R (64)
B = (x—3+F)cost9 é, +F senf ég
Si definimos ahora el coeficiente (adimensional) de

forma de los campos

) (65)
a

el campo magnético puede escribirse de manera
sucinta como

B

x2

a (2« K
—+1|cosfé.+—senb éy
x x
(66)
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La presion y densidad definidas en las ecuaciones

(36) v (38) se escriben ahora como

a? K 5
P(x,0) = 2 1—4-x—2 sen<6 +

0 (67)
+Py(x)
(x,0) = @ 13E+Q1K+2 29
P, © pLgxS\Tx? T 8 x sen
_Po (68)
Lg

y las condiciones de estabilidad se transforman en

1 d?P,
L? dx?

2 dpy
L2x dx (69)

+2y(x) + z;(x) sen?8 = 0

Z,(x) + z3(x) sen?8 = 0 (70)

Lx _E

22,0)° 4 (P,
L2 L2x

P, R
+2——+2zy +2z; sen“f | X

X (z + z3 sen?6) = 0 (71)

donde a partir de las expresiones (39) - (43) hemos

definido las cantidades

) 20° (105 130545

x)=———|42— -

%o ,uOL2x6 x2 X (72)
0= ——% (915 139 %

T e U T (73)
=% (175 13542

Z22X) = aolxe\" ' x? ¥ (74)
=% Gsﬁ+qsx+ﬂ

z3(r) = —— |36 5 + 23~

HlxP\ Xt (75)
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2
z, (1) =—L(11ﬁ+ 35) (76)

o Lx® 2x2 Tx

Dado que estamos en las condiciones de la ecua-
cion (51.a), para que se verifique la desigualdad (70)

debe cumplirse

| o > 172 + 13 kx + 2 x2 (77)
SENUl =" 1362+ 23 kx + 22

De nuevo, dada la dependencia radial de las
funciones del lado derecho, existe un valor critico del
angulo polar, funcién del pardmetro k, mas alld del
cual cambia la condiciéon de estabilidad. En la figura 4
mostramos las curvas del d&ngulo critico para diferentes
valores del coeficiente de forma. Debe notarse que muy
lejos del sistema todas las curvas tienden a ©=11/2, pero
la region de estabilidad se engrosa con el incremento
del parametro k, esto es, para configuraciones en las
que la componente dipolar es predominante. Esto es
de esperar toda vez que en el limite el comportamiento
debe ser similar al de un campo dipolar puro.

Analicemos ahora la expresion (69). En términos de

las ecuaciones (72) y (73) podemos escribir

— | sen26

d?P, 2 dP, 2a% [[91& 39k
—_ > 4y —
2x2 2x

dx? ~x dx — py xS
K2 K
—(42—5+30-+5 (78)
x x

0, dado que estamos en la situacion de la condicién (51.a)

d2P, 2 dP, 2a% [[91&2 39«
-—— = ——+——] X

dx?  x dx — pyx®[\2x%2 2x

1762 + 13 kx + 2 x?

x —

36K2 + 23 kx + 2 x2

K2 K
—(42—2+30—+ 5)]
x x

(79)
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Laexpresion entre corchetes del miembro derecho esuna
complicada forma que depende simultineamente del valor
del pardmetro de formay de la distancia al objeto central. Sin

embargo es posible aproximarla por una curva de la forma

f(x)
K(’CI)——W— (80)
donde hemos definido las funciones
( )_(91 2 39 )17K2+13K +2
O =T+ 5% ) 362123 42
(81)
—(42x% + 30k + 5)
g(x©) =0,0037 & — 0,058 % + 0,284 «
+1,17 (82)

De esta forma, una condicién suficiente para que se
cumpla la condicién (78) es que la parte esférica de la

presion sea de la forma

M, 2a? f(K)+5x9(")] (&)

0 =t [ TeGo + 47

donde, como antes, n>1 y 1o es una constante positiva
relacionada con la presion en la superficie del sistema y
compatible con las condiciones de contorno. Luego, las

formas finales de presiéon y densidad en equilibrio son

2

a
2p,x*
2a® [f(©) + 5x9(")]

x| Tg(e) + 412

K> I
P(x,0) = (l _x_z) sen?6 + x_'g —

(84)

o) =2 [0+ 25 135 | senz0 +
P,  uoLgxs 2 x 2|

n I, d (2a? [f(x) + 5x9(9
Lgx™1  dx (p,x*| [g(x) +4]?

(85)
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Téngase en cuenta que g(k) es del orden de 1.2 para k=0.1
y 1.9 para k=10, de modo tal que la presion es una funcién
positiva, monétona y rapidamente decreciente. También
puede verse de la expresion (85) que, a cualquier distancia,

la densidad es maxima en las regiones ecuatoriales.
ANALISIS Y CONCLUSIONES

Enestetrabajohemosdesarrolladoun método formal
y completo de andlisis de la estabilidad de plasmas
confinados magnéticamente por estructuras de lineas
abiertas y/o cerradas. Hemos supuesto E+vxB=0,
pero eso no significa que necesariamente hablemos de
conductividad idealmente infinita, porque en tal caso
seria E=j 0=0. Y casi evidentemente tampoco estamos
pensando en un fluido incompresible.

Quizas valga la pena recalcar que el nuestro es un
criterio suficiente, esto es, podemos decidir si una
region es inestable frente a una perturbacién pero
no podemos conocer las condiciones completas que
la hacen estable. Hemos escrito las condiciones de
estabilidad establecidas en las ecuaciones (23) - (25)
de manera general, pero debe tenerse en cuenta que,
de cumplirse estas condiciones, el sistema es estable
en principio (porque todavia esta el segundo sumando
de la expresion (16)). Por esta razén hemos puesto el
foco en el rol de la presion total: no es que estabilice el
plasma, sino que tiende a gobernar oscilaciones esta-
bles frente a un dado conjunto de perturbaciones.

Hemos impuesto condiciones sobre la parte pura-
mente radial de la presién (esto es, Po(x)). En prin-
cipio, parece posible calcular analiticamente la forma
de la presién esféricamente simétrica a partir de las
ecuaciones (4), (27), (35) y (38). Sin embargo, para
ello es menester definir el indice politrépico y, y si

bien consideramos que la evolucién es adiabatica, de
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ninguna manera podemos decir que es reversible. En
este articulo hemos puesto el foco en los efectos de la
curvatura del campo, y dejamos para otro el andlisis
termodinamico de la estabilidad de la configuracion.
Nuestro andlisis ha procurado considerar estruc-
turas magnéticas lo mas amplias posibles. En el caso
estacionario mas general, con resistividad no nula y
considerando nula la componente toroidal de la fuerza
magnética (esto es, + (j xB)[=0) puede demostrarse
que la forma mas completa de la funcion W(x) es del

tipo (Rotstein, 2011)
2 m 1
— -mx - —_——
W(x) = Age (1 + mx) + Ay (2 x) (86)

donde Ao y A1 son constantes arbitrarias y m es una
constante numérica distinta de cero. Si m es cero, la
Unica solucién posible para el campo magnético, consis-

tente con las condiciones del sistema, es de la forma
_a 2
W(x) = . + cp x (87)

donde c1 y cz son también constantes positivas. Estas
formas permiten reproducir campos de lineas parcial-
mente abiertas superpuestos a regiones de lineas
cerradas. Es facil ver que el campo dipolar es un caso
particular de la solucién (87), y aunque no lo hemos
hecho, puede demostrarse que la forma (47) es una
aproximacion plausible a partir de un desarrollo en
serie de Taylor del primer sumando de la ecuacién
(86). De alguna manera, el nuestro es un tratamiento
simplificado del caso mas general.

Atun asi, y a pesar de que el pardmetro de curvatura
q puede tomar valores en el intervalo [-2; 2) para que
campo magnético no diverja, nuestro tratamiento
requiere que el parametro de curvatura adopte un

valor maximo (q=1,5) y quede fuera del intervalo
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(0;1,17) porque en esos casos nada podemos decir de
la estabilidad del sistema.

El ultimo caso que hemos analizado trata del equili-
brio en un plasma confinado por una estructura que es
superposicién de un campo dipolar (g=-1) y uno radial
(g=0). Vale la pena mencionar que un campo dipolar
superpuesto a uno radial no es un campo propio de un
flujo. Es una buena simulacién, pero debe tenerse en
cuenta que no es lo mismo superponer que estirar y
eventualmente romper. Sin embargo, estamos intere-
sados en la situacion estatica y entonces tiene sentido.
En tal caso, puede verse que la amplitud de la regién de
estabilidad frente a perturbaciones polares queda defi-
nida por el valor del parametro de forma, k. En el caso
del campo dipolar puro, el limite siempre es del orden
de ©=11/4. De hecho, para k mayor o del orden de 10 las
curvas nacen practicamente en el mismo punto angular,
pero a medida que el parametro k disminuye la regién se
adelgaza, y esto tiene que ver con el hecho de que la tinica

region marginalmente estable para q=0 es el ecuador.
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De acuerdo a nuestro andlisis la densidad del
plasma es mayor en el ecuador que en los polos. En
situacién dindmica es razonable porque los flujos se
abren y se coliman en los rapidos rotadores, pero en
esta situacion tiene que ver con el hecho de que la
presién tiene un maximo en el ecuador, de manera
tal que se requiere mayor densidad para mantener el
equilibrio estatico.

La pregunta es entonces qué ocurre cuando el equi-
librio estatico es imposible. La respuesta casi obvia
es que el plasma debera evolucionar a alguna forma
de equilibrio dinamico, y dado el riquisimo espectro
de ondas MHD parece razonable pensar que es prac-
ticamente imposible tratarlas a todas, pero también
parece razonable dedicar un esfuerzo extra al estudio
de estas estructuras de flujo, tarea a la que en este
momento estamos abocados, porque su estudio posi-
blemente contribuya y aumente el conocimiento que
tenemos acerca de los flujos de plasmas magnetizados

y su estabilidad.
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