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Resumen

El objetivo del presente trabajo es el desarrollo de un modelo computacional unidimensional
de una metaestructura curva de material piezoeléctrico en configuración bimorfo. El modelo será
capaz de calcular la respuesta dinámica de la metaestructura en las 3 dimensiones del espacio,
de manera precisa y con bajo costo computacional. El mismo deriva de la teoría de la elasticidad
lineal y la piezoelectricidad general, y se obtiene por medio de la discretización en elementos
finitos de una formulación débil, obtenida en base al Principio de Hamilton para sistemas elec-
tromecánicos.
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Abstract

The objective of the present work is the development of a one-dimensional computational
model of a curved metastructure of piezoelectric material in a bimorph configuration. The model
will be able to calculate the dynamic response of the metastructure in the 3 dimensions of the
space, accurately and with low computational cost. It derives from the theory of linear elasticity
and general piezoelectricity, and is obtained through finite element discretization of a weak for-
mulation, obtained based on the Hamilton Principle for electromechanical systems.
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Introducción

Las metaestructuras de resonadores internos han sido estudiadas durante años por su capa-
cidad de generar bandas de atenuación para la propagación de vibraciones mecánicas, llamadas
bandgaps. Una interesante manera de lograr el mismo efecto, sin necesidad de utilizar masas de
gran tamaño, es replicar el resonador con amortiguadores piezoeléctricos [Lesieutre, 1998]. El
enfoque típico para el estudio de metaestructuras es considerarlas de longitud infinita, permi-
tiendo de esta manera la utilización del teorema de Bloch para obtener su estructura de bandas
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[Brillouin, 2003]. En la implementación, sin embargo, las dimensiones finitas exigen el estudio
de la dinámica mediante de modelos que incorporen tanto a las dimensiones reales, así como
también a las condiciones de borde [Erturk and Inman, 2011], [Surabhi, 2014].

A continuación se presenta un modelo computacional 1D en elementos finitos [Bathe, 1982] de
una metaestructura curva de radio constante basada en el modelo analítico propuesto por Sugino
[Sugino et al., 2017], agregando curvatura y la capacidad de reproducir desplazamientos en 3
dimensiones. La misma está constituida por un arreglo de bloques piezoeléctricos en configuración
Bimorfo paralelo, realimentados cada uno con una inductancia eléctrica asociada, a fin de generar
un circuito resonante LC con la capacidad interna de cada bloque, convirtiéndolos en bloques
resonadores electromecánicos.

Desarrollo del Modelo

Descripción

La Fig.1 representa la metaestructura curva, constituida por piezoeléctricos en configuración
bimorfo paralelo, a través de un material sustrato portante de sección rectangular. Los electrodos
de cada piezoeléctrico están seccionados y aislados eléctricamente en segmentos de longitud ∆x,
formando bloques electromecánicos llamados bloques resonadores. Cada bloque posee su propia
inductancia Lk conectada a los terminales del mismo. El modelo teórico se basa en las siguientes
hipótesis:

La curvatura de se ubica sobre el plano xy y su radio de curvatura R es constante.

La sección trasversal es regular y rígida en su propio plano.

Se consideran pequeños desplazamientos y elasticidad lineal.

Se considera el esfuerzo cortante producido por flexión y torsión.

Se define una función de alabeo referida al centroide.

Figura 1: Esquema de la metaestructura curva.

De las hipótesis se desprende el siguiente campo de desplazamientos [Piovan and Cortinez, 2007]: ux
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siendo {uxc, uyc, uzc} los desplazamientos del centro de referencia, {θy, θz} los parámetros de
flexión, θx el ángulo de torsión y θw la intensidad de alabeo. La función de alabeo para una viga
curva puede ser aproximada con la siguiente expresión [Yang and Kuo, 1987]:

ω = ω̄F donde F =
R

R + y
, ω̄ = −xy (3)

donde ω̄ es la función de alabeo deducida del problema de torsión pura de Saint Venant [Piovan et al., 2012].

Ecuaciones constitutivas y campo de deformaciones

Considerando coincidencia entre los ejes cristalográficos y cartesianos, y teniendo en cuenta
que Syy = Szz = Syz = 0, se obtienen las siguientes ecuaciones constitutivas reducidas para el
piezoeléctrico [IEEE, 1988]: 

Txx

Txy

Txz

Dy

 =


c̄E11 0 0 −ē31
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donde {c̄E11, c̄E55, c̄E66} [N/m2] son las constantes de elasticidad longitudinal y trasversal evaluadas
a campo eléctrico constante, ē31 [Cb/m2] la constante de acoplamiento, y ε̄S33 [F/m] la constante
de permisividad eléctrica evaluada a deformación constante. La barra superior indica que la
constante es reducida del modelo 3D hacia el 1D.

El campo de deformaciones de la estructura curva en función del campo de desplazamientos
de la Ec.(1) se expresa como sigue [Piovan et al., 2012]:
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donde

εD1 = u′
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Principio de Hamilton

El Principio de Hamilton para sistemas electromecánicos se expresa mediante el siguiente
indicador variacional: ∫ t2

t1

[δ(K∗ +W ∗
em) + δWnc]dt = 0 (6)

donde los términos del Lagrangiano (K∗ +W ∗
em) son:
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y el trabajo eléctrico no conservativo producido por las cargas eléctricas en los electrodos de
cada bloque resonador es:

Wnce =
1

2
Qk vk (9)

donde Qk es la carga neta y vk el voltaje de cada bloque. Reemplazando Ec.(7), Ec.(8) y Ec.(9)
en Ec.(6) se obtiene la formulación débil:∫

Ω

(δET εE + δETeTS + δSTe E − δSTc S − ρ δuT ü)
dΩ

F
+Qk δvk = 0 (10)

Discretización en elementos finitos

La formulación en elementos finitos es obtenida mediante la discretización de la Ec.(10) con-
siderando el campo eléctrico Ey = vk/hpz, donde hpz corresponden a la altura de la capa pie-
zoeléctrica respectivamente. La discretización se realiza utilizando elementos isoparamétricos de
3 nodos y funciones de forma cuadráticas. El vector de las variables cinemáticas nodales del
elemento puede ser expresado como:
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}
, ŪT
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{
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}
, j = 1, 2, 3 (11)

El método de elementos finitos deriva en las siguiente ecuación dinámica de estado estacionario
de la metaestructura paralelo[

K− ω2M+ jωC+

Nb∑
k=1

jωTk

(
jωC+

1

jωLk

)−1
]

Û = 0 (12)

donde Û es el vector de amplitud de las variables cinemáticas en estado estacionario, K y M
son las matrices de rigidez y elasticidad, C = η1M + η2K la matriz de amortiguamiento de
[Rayleigh and Strutt, 1945], Tk la matriz de acoplamiento asociada a cada bloque resonador, y
C y Lk los valores de capacidad e inductancia eléctrica asociados a cada bloque resonador. En el
caso que Lk = L, la metaestructura se considera sintonizada, generando bandgap en la respuesta
de propagación vibratoria, cuya frecuencia de sintonía se calcula como:

ωt =
1√
LC

(13)

Validación del Modelo

En esta sección se compara el el modelo numérico 1D con el modelo analítico propuesto
por Sugino en [Sugino et al., 2017]. Para este estudio, ambas metaestructuras se componen
de material piezoeléctrico PZT-5A: C11 = 61GPa, C44 = C55 = 21GPa, ϵ33 = 13,3e−9F/m,
e31 = −12,3C/m2, ρ = 7750Kg/m3 y sustrato de aluminio: E = 70GPa, G = 26,32GPa,
ν = 0,33, ρ = 2700Kg/m3, cuyas dimensiones son l = 100mm, b = 10mm, hpz = 0,3mm, y
hs = 0,1mm. La metaestructura se encuentra sintonizada a ωt = 100ω1. La Fig.2 muestra los re-
sultados computacionales de la propagación para diferente número de resonadores Nb, definiendo
propagación como el cociente del desplazamiento de un punto del extremo libre xL = (L, y, z) y el
desplazamiento de un punto del extremo empotrado a la base x0 = (0, 0, 0), cuando la estructura
es excitada con movimiento armónico desde la base, es decir

TR(ω) =

∣∣∣∣u(xL)u(x0)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣uL

u0

∣∣∣∣ (14)

Claramente puede observarse la similitud entre las respuestas, la cual incluye la zona de bandgap,
sin embargo debe tenerse en cuenta que el modelo analítico solo contempla movimientos en un



solo plano para estructuras exclusivamente rectas, mientras que el presente modelo 1D se extiende
para estructuras curvas y puede representar desplazamientos en 3 direcciones.

(a)

(b)

Figura 2: Propagación y frecuencias vs Nb. (a) Modelo analítico, (b) Modelo computacional.

Conclusiones

El presente trabajo se desarrolló un modelo de metaestructura piezoeléctrica formulado en
elementos finitos, basado en el trabajo de Sugino, con la posibilidad de modelar curvatura en la
misma, y con la habilidad de reproducir desplazamientos en 3 dimensiones. El modelo cuenta
con las siguientes ventajas:

Bajo costo computacional, permitiendo realizar análisis dinámicos con métodos recursivos,
como es el caso del método de Monte Carlo para estudios de propagación de incertidumbre
(aproximadamente 20seg. en una computadora de escritorio).

Permite modelar con notable exactitud la dinámica de la metaestructura curvada. Esto es
algo muy difícil de conseguir mediante programas de elementos finitos comerciales, debido
a la necesidad de modelar electrostática y mecánica en simultaneo, manteniendo además la
anisotropía del material piezoeléctrico en toda la curvatura.

La curvatura de la metaestructura puede realizarse sobre el plano xz mediante un simple
cambio de variables en la integración de la sección de los elementos finitos.
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