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Resumen

En este trabajo se estudia la aparicion de orbitas cuasiperiodicas en un sistema experimental compuesto por
un mecanismo excitador reciprocante y un péndulo paramétrico. Para cuantificar la existencia observada de
vibraciones espurias, primero se propone la adicién de un grado de libertad conforme a caracteristicas
constructivas del sistema. Luego se establecen pardametros y regiones de interés para analizar el
comportamiento del sistema, mediante evaluaciones numéricas y comparaciones con mediciones
experimentales. Por ultimo se discuten los resultados obtenidos y se los compara con las hipétesis planteadas.
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Abstract

In this work, the occurrence of quasi-periodic orbits in an experimental parametric pendulum exciter system
is studied. Firstly, to quantify the observed existence of spurious vibrations, the addition of a degree of freedom
corresponding to constructive characteristics of the system is proposed. Then, parameters and regions of
interest are established to analyze the behavior of the system, by means of numerical evaluations and
comparisons with experimental measurements. Finally, the obtained results are discussed and compared with
the proposed hypotheses.
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Introduccién

El péndulo paramétrico cldsico representa un ejemplo recurrente en el estudio de la dindmica no lineal, ya
que a pesar de su simplicidad matematica exhibe un comportamiento altamente no lineal incluyendo en sus
respuestas caos, oscilaciones y rotaciones (Leven & Koch 1981; Clifford & Bishop 1995; Bishop & Clifford 1996;
Garira & Bishop 2003). En los ultimos afios, se lo ha propuesto como dispositivo convertidor de energia cinética
en eléctrica por diversos autores (Wiercigroch, 2010; Nandakumar, Wiercigroch, & Chatterjee, 2012; Dotti &
Virla 2021). Dicha implementacién trae consigo dificultades en la construccién y mantenimiento de las
respuestas rotatorias, debido a sus caracteristicas no lineales y coexistencia de distintas respuestas.
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En muchos escenarios de forzamiento, para mantener las respuestas rotatorias se necesita una acciéon de
control que corrija el estado del sistema. Sumado a las técnicas de control mayormente estudiadas basadas en
retardos temporales (de Paula et al. 2012), recientemente se ha propuesto un enfoque basado en la velocidad de
rotacidn del péndulo (Dotti et al. 2023). Muchas de estas técnicas de control son altamente sensibles a pequenas
variaciones, lo que podria afectar las respuestas en sistemas mecdnicos. En el trabajo de Xu et al. (2007) se
observé que las respuestas del péndulo eran afectadas por los sistemas excitadores, dando como resultado
respuestas cuasiperiodicas. Por lo tanto, las interacciones entré el péndulo y el excitador afectarian la accién
de control, ya que al no ser consideradas en el disefio del controlador, podrian hacer que este se encuentre
trabajando fuera de los rangos preestablecidos u O6ptimos, generaria inestabilidad o produciria fallos
inesperados.

En este trabajo se estudia el sistema péndulo-excitador presente en el laboratorio del Grupo de Investigacién
en Multifisica Aplicada (GIMAP) para explorar la dindamica del mismo e identificar respuestas cuasiperiddicas.
Luego de la introduccién, se presenta el dispositivo excitador y el péndulo fisico junto con sus caracteristicas
geométricas. En la siguiente seccion se presentan las ecuaciones correspondientes al modelo matematico de
ambos sistemas acoplados para después realizar comparaciones entre simulaciones numéricas y datos
experimentales. Por ultimo se discuten los resultados obtenidos.

Desarrollo

El sistema excitador consiste de un mecanismo biela manivela, donde un motor trifasico de induccién mueve
una polea solidaria a la manivela con relacién de transmision variable. Esta a su vez mueve la biela, lo que
genera el movimiento reciprocante en la base mdvil. La base mdvil se encuentra formada por una estructura
rigida que se desliza mediante rieles sobre el bastidor fijo del excitador. Sobre ella se monta el sistema pendular
y los elementos de medicién y control.

El sistema pendular montado sobre la base mévil del excitador estd formado por un rotor desbalanceado con
dos masas solidarias a él en cuyo interior tiene imanes permanentes. Este a su vez es concéntrico a un estator
con dos bobinas mediante las cuales se puede imponer al rotor una accién de control haciendo circular
corriente eléctrica alterna por ellas. El conjunto excitador-sistema pendular puede apreciarse en la Figura 1a.

a) b)
Figura 1: a) Excitador reciprocante instalado en el laboratorio del GIMAP, formado por: Estructura fija (1); Sistema pendular
(2); Base o mesa movil (3); Biela (4); Manivela (5); Motor trifasico (6); Poleas reductoras (7). b) Coordenadas del sistema.

Con este dispositivo se pueden obtener 15 configuraciones de experimentos, gracias a cinco opciones de
frecuencia f (en Hz) siendo estas 2,361, 1,921, 1,540, 1,193y 0,832, sumado a las tres posibilidades de longitud de
la manivela de radio r (en milimetros) siendo 205, 106,5 y 75. Los experimentos realizados para este trabajo
corresponden a la selecciéon del radio fijo r= 75y a la frecuencia de excitaciéon 1,193 Hz.
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De esta forma, el movimiento vertical de la mesa o base moévil se rige por el mecanismo biela manivela, cuya
expresion queda definida como

Y(t)=r(1—cos(@))+L|1—- |1— Z—jsinz(a) ) (1)

donde res el radio de la manivela, L el largo de la biela, y « es el angulo de rotacién de la manivela (Figura 1b),
cuya variacién con respecto al tiempo es considerada mediante la expresion «(t)=wt, siendo w la velocidad
angular impuesta por el motor eléctrico y la relaciéon de transmision de las poleas.

Para obtener las ecuaciones gobernantes, el sistema pendular es reducido a un sistema equivalente, donde
los parametros considerados son el radio al centro de masa l.» y la masa e inercia del centro de masa mcm € Iem
respectivamente. El esquema del sistema puede observarse en la Figura 1b junto con las coordenadas
utilizadas.

Ademas del movimiento vertical reciprocante dado por la ecuaciéon (1), se observa que el sistema
experimental presenta vibraciones laterales espurias en el plano X3 Y3 del mecanismo (Figura 1b). Se propone
entonces modelar estas vibraciones con la inclusion de un grado de libertad extra en el sistema. Este grado de
libertad denominado B, representa el angulo de cabeceo de la mesa mévil del excitador con respecto al eje de la
biela (Figura 1b).

Mediante la coordenada f3 (referida al plano X.Y:) se pretende representar las interacciones generadas entre
la mesa del excitador y el péndulo paramétrico como un angulo de cabeceo, modelando una barra rigida que
une el pivot del mufién de la biela con el eje de rotacién del péndulo, considerando que tiene un resorte
torsional k;, en esa posicién y considerando la friccidén en ese sitio. La masa My, el largo d, y la inercia I de la
barra se estiman a partir de las caracteristicas constructivas del excitador. Los pardmetros k; y ¢, son utilizados
para sintonizar el modelo con los experimentos.

Las ecuaciones gobernantes del sistema quedan planteadas como

IemB + g0 + cpsgn(6) + (glemMem + lemMemY)sin(6)
+dlcmmcm(cos(ﬁ)cos(0) — sin(ﬁ)sin(e))ﬁ — dlcmmcm(sin(ﬁ)cos(e) + cos(ﬁ)sin(e))ﬁz

1 , ) . 1 ,
(ZMbd +m,d* + Ib)ﬁ + B+ kB — (dgmp + EdgMb)sm(ﬁ)
+dlcmmcm(cos(ﬁ)cos(0) — Sin(ﬁ)sin(e))é (3)

—dlcmmcm(sin(ﬁ)cos(e) + cos(ﬁ)sin(e))éz -Y (dmpsin(ﬁ) + %desin(,B)> =0,

donde, sumado a los parametros ya definidos, se agregan m, como la masa total del sistema pendular (incluye
el estator), cs el coeficiente de friccidn viscosa, ¢, el coeficiente de friccidn seca y g la gravedad. En la Tabla 1 se
pueden apreciar los valores de las constantes del sistema.

2)

Parametro [Unidad] Magnitud Parametro [Unidad] Magnitud
lp [Kg m2] 0,0273 Cp [N m] 0,0085
Mem [Kg] 1,09 I [Kg m2] 0,596
lem [M] 0,031 Mo [Kg] 17,4
mp [Kg] 3,99 d[m] 0,26
Ce [Nm s] 0,0025 g[m/s2] 9,81

Tabla 1: Magnitudes de los parametros considerados del sistema experimental.

Resultados

Se utilizé un integrador de Runge Kutta de Orden 45 para resolver en simultaneo las ecuaciones (2) y (3),
simuldando 2000 segundos donde solo se conservan los ultimos 300 para estudiar la respuesta en estado
estacionario. Se consider6 un valor de parametro de friccion ¢, constante (c; = 0,0024 N m s), tomando como
referencia el obtenido para el sistema fisico en el articulo de Dotti et al. (2023). Para la coordenada 8 se
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consideraron condiciones iniciales en los rangos de (-m; m) y [-10 s?; 10 s*) para posicién y velocidad
respectivamente, en la coordenada 3 que comienza del reposo en la posicion vertical, es decir, 5= 0.

Mediante evaluaciones numéricas exhaustivas del sistema se identificaron valores de k; para los cuales el
angulo de cabeceo B esté acotado en el rango definido entre (—5¢; 5¢). Dicho rango es arbitrario y surge de la
hipétesis de que el cabeceo tiene un valor similar al observado en mediciones experimentales, que influye en la
dinamica del sistema pendular pero se encuentra acotado por factores constructivos del mismo. Esta
suposicion es utilizada solo para hacer un analisis numérico del sistema y seleccionar los parametros para la
exploracién numérica. Se verific6 ademds que cuando k, aumenta, es decir la rigidez torsional aumenta
considerablemente, la respuesta temporal tiende a la del péndulo paramétrico clasico.
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Figura 2: Respuesta rotatoria para c,= 0,0024 y k, = 70. a) Proyeccién del espacio de fase para el péndulo (azul) con sus
puntos de Poincaré (naranja). b) Respuesta temporal para B (azul).

Con los resultados obtenidos, se establece una rigidez ky = 70 N m, con lo que se procede a simular distintas
condiciones iniciales. Luego se identifican respuestas rotatorias y oscilatorias. En la Figura 2a puede observarse
la proyeccién del espacio de fase de las respuestas rotatorias junto con su mapa de Poincaré. En la Figura 2b se
aprecia como el dngulo  se encuentra dentro del rango de valores establecido previamente.

Al analizar el espacio de fase de la Figura 2a, se observa que los puntos de Poincaré describen una elipse,
dando indicios de respuestas cuasiperiodicas. Estas respuestas cuasiperiddicas se producen debido a que el
sistema se encuentra formado por dos osciladores correspondientes a las coordenadas B y 0, acoplados de
manera no lineal (Strogatz, 2024). Sumado a esto, los acoplamientos de las ecuaciones (2) y (3) estan
gobernados por multiples parametros, por lo que es un indicador de que pueden existir respuestas con estas
caracteristicas en el sistema. Por ultimo, en la Figura 2a puede apreciarse que las trayectorias en el espacio de
fase tienen una cobertura densa pero siempre dentro de un rango de valores, siendo este otro indicador de
respuestas cuasiperiodicas.

Los resultados de la exploracion numérica del sistema fueron luego comparados con valores medidos
experimentalmente. Para ajustar las respuestas, se fijo el valor de rigidez torsional utilizado anteriormente (k»
=70 N m) y se vari6 el parametro de disipacidn c,. Se considerd que este se encuentra en el rango de valores
(0.001;0.003) con una variacién entre evaluaciones de Acy = 0.0001.
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Figura 3: Respuesta rotatoria para ¢, =0,0015 y ks = 70. a) Proyeccion del espacio de fase numerica para el péndulo (azul)
con sus puntos de Poincaré (naranja), junto con mediciones experimentales (rojo) y sus puntos de Poincaré (negro). b)
Ampliacién de proyeccion del espacio de fase para puntos de Poincaré numéricos (naranja) y experimentales (negro).

En la Figura 3a se aprecia la proyeccion del espacio de fase de las respuestas rotatorias obtenidas numérica y
experimentalmente, junto con sus mapas de Poincaré. Se observa que para el angulo del péndulo (coordenada
0) existe una similitud entre ambos resultados (numéricos y experimentales). Ademas, en ambos casos se
observan las trayectorias formando una nube densa de puntos para las simulaciones y las mediciones, y los
Puntos de Poincaré concentrados en una elipse, lo que indicaria una respuesta cuasiperiddica en ambos casos.

Conclusiones

En este trabajo se estudi6 un sistema experimental compuesto por un mecanismo reciprocante y un sistema
pendular. Se propuso un modelo simple que considera vibraciones espurias para obtener numéricamente
respuestas cuasiperiddicas, previamente observadas en analisis experimentales. Se observé que para el dngulo
de rotacién del péndulo existe una similitud entre las simulaciones numéricas y las mediciones
experimentales. Sin embargo, no se puede afirmar que el modelo presentado es fiel, ya que se debe comparar
el dngulo de cabeceo numérico con el experimental para corroborar que las modificaciones propuestas
capturan realmente los fenémenos que producen vibraciones espurias. A futuro se deben realizar mediciones y
estimaciones precisas de todas las variables del sistema e identificar las imperfecciones en el excitador y
comprender profundamente su origen.
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