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Resumen

El presente trabajo describe el material creado para el aprendizaje autdnomo y auto-regulado del contenido Nimeros Complejos.
Estos forman parte de los conocimientos previos que el estudiante deberia dominar (resolucion del Consejo Superior) al ingreso
a una carrera de ingenieria, aunque la experiencia muestra que no se cumple. Debido a esto, desde el PID “Integracion de
Contenidos de Quimica, Fisica y Matematica. Desarrollo de Competencias Basicas en Ingenieria, Métodos Taxondmicos y
Transversalidad” se planifico un médulo de autoaprendizaje con material didactico que la soporta, que respeta el tiempo de cada
alumno para alcanzar el objetivo. Consta de materiales audiovisuales con documentacién explicativa que estan siendo
desarrollados por alumnos avanzados de la carrera y supervisados por docentes. Estos se prevén compartir, segin la complejidad,
en los campus virtuales del espacio Ingreso a la Universidad y/o en los de las asignaturas de Matematica y/o de Materias
Integradoras.

Palabras clave: Numeros complejos. Integracion. Motivacion. Ingreso universitario

Abstract

The present work describes material created for the autonomous and self-regulated learning of the topic Complex Numbers. This
topic is part of the prior knowledge that students should master upon (resolution of the Superior Council) entering an engineering
degree, although experience shows that this is not satisfy. Due to this, as part of the Project “Integration of Chemistry, Physics,
and Mathematics Content, Development of Basic Engineering Competencies, Taxonomic Methods, and Transversality”, a self-
learning module was planned with supporting instructional material, respecting each student’s needed time to achieve the
objective. It consists of audiovisual materials with explanatory documentation that are being developed by advanced students and
supervised by teachers. These are planned to be shared, depending on the complexity, in the virtual campuses of the University
Admission space and/or in those of the Mathematics and/or Integrative Subjects subjects.
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Introduccion

La Resolucion 1639 de 2016 del Consejo Superior de la Universidad Tecnoldgica Nacional (UTN) establece la obligacion de que
los aspirantes a las carreras de grado de la UTN aprueben el Seminario de Ingreso. Este seminario abarca una serie de contenidos
en materias como Matematica y Fisica, que incluyen conjuntos numeéricos, ecuaciones, trigonometria, funciones y vectores, entre
otros. La resolucion sefiala que el conocimiento de Nimeros Complejos (NC) y sus operaciones como parte de los conocimientos
previos que los estudiantes deben tener al ingresar a una carrera de ingenieria. Ademas, se destaca que las representaciones de los
NC son Utiles para ilustrar conceptos en otras areas y que tanto los estudiantes como sus comparieros de ingreso deben ser capaces
de trabajar con situaciones que requieran el uso de NC.

Nuestra propia experiencia muestra que eso no se cumple ya sea porque este tema no se desarrolla en la escuela media o porque
la compresion de este no es reflexiva, basada en procedimientos mecanizados y no transferibles a situaciones problematicas.

Los docentes entrevistados del curso introductorio concluyen que, si bien la problematica no es nueva, la pandemia la acrecento.
Es oportuno aclarar que, en el Seminario de Ingreso a la Universidad, en la unidad Conjuntos Numéricos se mencionan los NC,
se ejemplifica con algln caso surgido de una resolvente de un polinomio de segundo grado, pero no se tratan ni evaltan sus
distintas representaciones y operaciones. No se pide, por ejemplo, verificar la raiz compleja de un polinomio.

Por otro lado, en asignaturas del &rea matematica de materias bésicas los docentes comentan que han escuchado en varias
oportunidades el reclamo de sus alumnos “;para qué necesitamos los numeros complejos?”. Se requieren manipularlos, por
ejemplo, para diagonalizar matrices con autovalores complejos, cuando se utilizan series para justificar la formula de Euler [1] o
se debe apelar a la funcion exponencial en el campo complejo [2] para justificar la solucion de una ecuacion diferencial
homogénea.

e’ = cos(b) + i sen(b) [1]
e(@+tbd)x — oaX[cos(bx) + i sen(bx)] [2]

Por lo expuesto en el parrafo anterior, es indiscutible la necesidad de la correcta manipulacién en segundo nivel de las
especialidades donde la electricidad y electrénica juegan un preponderante papel. En el caso de la Facultad Regional Santa Fe de
la Universidad Tecnoldgica Nacional (FRSF- UTN) incumbe fundamentalmente a Ingenieria en Energia Eléctrica, aunque
también atraviesa a Ingenieria en Sistemas de la Informacién e Ingenieria Mecanica.

El Proyecto de Investigacion y Desarrollo (PID) “Integracion de Contenidos de Quimica, Fisica y Matematica. Desarrollo de
Competencias Basicas en Ingenieria, Métodos Taxondmicos y Transversalidad”, pretende dar una mirada introspectiva a la forma
de ensefar y evaluar, generar actividades para lograr una mayor vinculacion y visibilizar la importancia del conocimiento de las
ciencias basicas para el aprendizaje de otras asignaturas del ciclo superior de cada una de las carreras.

Como becarios del proyecto mencionado consideramos relevante consultar a docentes de Materias Basicas y de Ingenieria en
Energia Eléctrica para redactar un material que sirva para que nuestros compafieros ingresantes obtengan dichos conocimientos
necesarios en distintas etapas de la carrera de una manera mas expeditiva y eficaz, para finalmente usarlos a la hora de la resolucion
de circuitos eléctricos de corriente alterna. Un video sobre la resolucion de un circuito finalmente puede dar respuesta a la
pregunta; ¢para qué necesitamos los estudiantes de ingenieria conocimiento y manejo de los NC?

Para ello se planificaron actividades y materiales didacticos que las soportan, que en su conjunto forman un médulo de
autoaprendizaje. Este consta de videos y archivos de textos que se compartiran, segun la complejidad, en los campus virtuales del
espacio Ingreso a la Universidad y en los de las catedras de Analisis Matematico | y Il, con la posibilidad de ser compartido en
algunas integradoras y/o especificas tales como Integracién Eléctrica | y 1, Matematica Superior; Calculo Avanzado; Calculo
Numérico; Fundamentos para el Analisis de Sefiales.

Metodologia
Tomando la idea del marco conceptual de los Disefios Curriculares de las carreras Ingenieria en Energia Eléctrica (Ord.

1873/2022); Ingenieria en Sistemas de Informacion (Ord. 1877/22), Ingenieria Mecanica (Ord. 1901); que, en resumidas cuentas,
busca una metodologia didactica que equilibre competencias y conocimientos esenciales en campos cientificos, tecnolégicos y de
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gestion, junto con formacion general, fomentando la adaptacién a avances en ciencia y tecnologia. Esto se lograra en un ambiente
inclusivo y multicultural, promoviendo la habilidad de "aprender a aprender". La meta es cultivar competencias ingenieriles
béasicas al estimular a estudiantes con herramientas para comprender asignaturas basicas y especificas. A través de la colaboracion
entre estudiantes y docentes, se generan recursos académicos adaptables a un entorno virtual, impulsando conocimientos
integrales y especializados.

Material 1: Conjuntos Numéricos
Obijetivo: conocer las distintas formas de representacion de un nimero complejo (rectangular, polar) y las operaciones bésicas.

Para esto se desarrolla material didactico en forma de presentacion de PowerPoint con un correspondiente video donde se explica
todo lo desarrollado en la misma. El material presentado en esta seccion se prevé para los espacios del Seminario de Matematica
del Ingreso a la Universidad y/o de Andlisis Matematico |, referenciado en las distintas asignaturas cuyos estudiantes necesiten
recuperar contenidos. (ej. Analisis Matematico Il o Calculo Avanzado).

El material no esta pensado para ser abordado de una determinada forma, sino mas bien para dejarlo a disposicion del alumno y
que éste decida como y cudndo tratarlo. La finalidad del video es ser un medio asincrénico tanto para explicar toda la presentacion
como para salvar dudas que puedan surgirle al alumno sobre el tema de estudio.

En el material se comienza recordando la presencia de los nimeros complejos en la obtencion de las raices de ciertas ecuaciones
cuadraticas en una variable (ecuacién de segundo grado). En general el alumno ingresante no esta familiarizado con raices
complejas; es mas frecuente la justificacion “no tiene raices” a “los ceros no son reales”.

A partir de este punto, se hace un desarrollo de los distintos subconjuntos numéricos incluidos en los reales (racionales,
irracionales, enteros, naturales) y sus representaciones en la recta real. Se presenta el nimero imaginario “i”
ndmeronoreal (i =+v—1 6 i = —1)y que unido al conjunto de los reales dan origen al conjunto universal de los nimeros: los
Numeros Complejos. Dado que los imaginarios no tienen lugar dentro de la recta real, nace alli la necesidad de representarlos de
otra manera, surgiendo el plano complejo como forma de representar y ordenar a los NC (Figura 1).

Conjuntos numéricos y sus representaciones

, surgiendo como un

Niameros {Irracionales
NC{ Reales | Racionales « Enteros « Naturales ~ s

Imaginarios
Representacion de Numeros Complejos 2y
aybeR ; z=a+bi

£l plano complejo es una forma de visualizar y ordenar el conjunto de los Nimeros Complejos.
Puede entenderse como un plano cartesiano modificado, en el que la parte real estd representada en el eje de abscisas y la
parte imaginaria en el eje de ordenadas.
El eje de abscisas también recibe el nombre de eje real y el eje de ordenadas el nombre de eje imaginario.
Ejemplo: Eje Imaginar
z=2+i3

.
a=2
b=3

Eje Real

Figura 1 - Representacion y explicacion del conjunto de los
Numeros Complejos.

Luego, se mencionan las distintas representaciones: par ordenado, binémica o rectangular, trigonométrica, polar y exponencial
que puede tener un nimero complejo, mostrando algunos ejemplos de los pasajes de una forma a otra. También se presentan lo
que son el “conjugado” y el “opuesto” de un niimero complejo, con graficas que exponen un ejemplo para cada caso, graficas
desarrolladas mediante el uso de la herramienta GeoGebra (Figura 2).
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Complejos opuestos y complejos conjugados
z=(a;b)=a+bi=r,

Complejo conjugado: Complejo opuesto:

Z=(a;—b)=a—bi=rcy —z=(—a;—b)=—a—bi=T1-n

|
|
|
|

\ Opuesto de z, Conjugado de z,4

Figura 2 - Opuesto y conjugado de un nimero complejo
Finalmente se muestran operaciones que se pueden llevar a cabo con nimeros complejos (multiplo, suma, resta, multiplicacion,
divisidn, raiz enésima), incorporando ejemplos de éstas con representaciones en forma rectangular y polar con el objetivo de

mostrar las potencialidades o conveniencias de utilizar una en particular en cada caso (por ejemplo, multiplicar/dividir en polares,
sumar/restar en cartesianas).

Material 2: Formula de Euler

Objetivos:
1. Usar desarrollo en series de potencias para justificar la formula de Euler [1].
2. Usar la férmula de Euler para obtener la identidad de Euler [3]
e +1=0 (6 e™ = —1) [3]

La formula de Euler establece la relacion fundamental entre las funciones trigonométricas y la funcién exponencial compleja. Es
omnipresente en matematicas, fisica, quimica e ingenieria. El fisico Richard Feynman (resefiando en Wikipedia) indicé a la
ecuacion como "la formula méas notable de las matematicas". Sera usada para determinar la solucion de una ecuacion diferencial
ordinaria lineal homogénea a coeficientes constantes en Analisis Matematico 11, por lo que se necesitan que los estudiantes la
conozcan y mejor adn, entiendan su origen; mas alla que luego podré ser hallada en un resumen de férmulas (Figura 3). Esta
identidad es considerada una belleza matematica por vincular distintas areas de esa ciencia formal que parecen distintas y sin
relacion alguna a simple vista.

Uso del desarrollo en series: Férmula de Euler
« Usando los desarrollos en serie de las funciones elementales

r oo XM o S i . von
e* = Ehzoyy  cos(®) = Xino sen(x) = X

(=12t
(zn+1)!

» Usando la definicion de la unidad imaginaria: i = =1
i'=1; ‘=i i*=-1; i*=-i
s it=1; if=i; i==1; iT==i;...
g2;2 33 phid 55 geis  pTiT
L,,e.=1+ﬁ!+"_‘ S
2! 3! 4! 5! 6! 7!
EFY 3—i 41 s 601 Te—i
FCD FCD B B O FCD
2! 3! 4! 5! 6! 7!
B ._ B gL _ B
+—?+--- +ﬁl—?!+?l—;l+“'
go

BeR efl=1+pi+

p g
ef=1-+T
eﬂ':lfﬁiﬁ,&*,77+,,,+('(57L+L7L+7.>)

2! a1 6! 3! 5! 7! )

cos ” sen i
el = cos f + i senp : Férmula de Euler

e®hl = evefl = e (cos f + i senfB) = e cos B + i e“senf

Figura 3 — Desarrollo en series de la Férmula de Euler

El material 2 (Férmula de Euler), se puede compartir en el campus de Analisis Matematico | y Il y en la descripcion de este se
referencia y relaciona al Material 1 (Conjuntos Numéricos). El alumno de Andlisis Matematico | es invitado a visitar la
presentacion audiovisual luego de culminado el tema “desarrollo en series de potencia”- a modo de reparar en una aplicacion de
dicho contenido, extrapolando los resultados al campo complejo-, mientras que el de Analisis Matematico Il tiene la obligacion
de consultarlo, previo al tratado de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden. Dejarlo a disposicion del alumno
permite el tratamiento asincrénico que éste decida como y cuando abordarlo.
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Material 3: Nexo con los Circuitos Eléctricos

Objetivo: Mostrar la conveniencia del uso de los NC al resolver un circuito eléctrico, relacionandolo con lo desarrollado en el
Material 1y 2.

Este material didactico, también en forma de presentacién de PowerPoint, lleva consigo un correspondiente video explicativo de
la presentacion, un documento de teoria en el que se explican con mayor profundidad los conceptos desarrollados en la
presentacion, y una presentacion hecha con Genially, aplicacion web de uso gratuito, en la cual se hace la resolucidn, de forma
dinamica, de un circuito eléctrico RL en estado permanente, vinculandolo con conceptos presentados en el documento de teoria.

El material esta pensado para en primera instancia trabajar la teoria de la aplicacion, y luego ver el ejemplo desarrollado con
Genially. La finalidad del video es ser un instrumento asincronico para explicar la presentacion hecha con PowerPoint y para
resolver las dudas que puedan surgir al alumno sobre el tema de estudio.

El PowerPoint comienza explicando la tension que se obtiene con un Generador Elemental de Tension Alterna, la cual tiene forma
senoidal siendo esta dada por [4]:

v(t) =V, * sen(wt + ¢) [4]

Sabiendo esto, se busca escribir la misma de forma fasorial, ya que es mas Util para el analisis en el dominio de la frecuencia y
simplificar los célculos. Luego de presentar y recordar la forma general de un fasor [5], se muestra la relacidn entre la misma y la
de los senoides, indicando que la misma se basa en la forma Compleja de Euler [6] (note la semejanza con la [1]). En el caso de
las aplicaciones en el campo de la electricidad, se suele representar al nimero imaginario i (llamado asi en el Material 1y 2) con
la letra j, ya que, el uso de la letra i es exclusivo para la intensidad de corriente instantanea. También se adicionan gréaficas para
mejorar la comprensién de como se representa una senoide con fasores (Figura 4).

V=V,x* el® [5]
e/? = cos(p) +j * sen(¢) [6]

w2 v(t)

Figura 4 - Correspondencia entre un fasor y una onda senoidal

Seguido a esto, se desarrolla brevemente el paso de forma senoidal a fasorial de una funcién mediante el uso de la formula de
Euler previamente mencionada, continuando con un breve repaso de qué son los fasores y sus formas de representacion.

Llegado a este punto, se explican lo que es y cdmo estd compuesta la impedancia que se puede presentar en un circuito eléctrico.
Para ayudar en la comprension de la relacién entre los nimeros complejos y ésta, se lleva a cabo (como ejemplo) el célculo de la
impedancia de un circuito eléctrico (Figura 5).

Con la presentacion realizada mediante la aplicacion Genially, se puede mejorar la comprension del tema con la resolucién de un
ejemplo predeterminado.
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Anilisis del enunciado
a) Impedancia y admitancia Cleulo: 2,25 +j0=5 2,20 +ju=ju

Z=R+XL=Z+Z,=5+jn

ve220[V]
=50 [Ha]

b) Corriente de un circuito serie RL

FVjz=— 1-3720A] L3210 Yo

Aunque es a relacion entre dos fasores |2 impedantia noes un fasor. pargue no correspondza una

+
INFO cantidad que varie sengidaimente

Figura 5 - Calculo de impedancia y corriente de un circuito
con nimeros complejos

Por ultimo, se explica lo que es la potencia instantanea y cdmo se presenta y calcula en un circuito. Al estudiarla, definimos el
factor de potencia y la Potencia Aparente, ésta Ultima para ser abordada utiliza NC.

El video seré incluido como aplicacidn de ecuaciones diferenciales en el campus de Anéalisis Matematico Il (para ser visitado
luego de resuelta la EDO que modela el circuito). Pretende dar respuesta a la pregunta frecuente de los estudiantes ¢son necesarios
los NC? Dado que el problema muestra como se simplifica el tratamiento matematico cuando se los utiliza. Puede a su vez ser
referenciado en el seminario de ingreso, como ejemplo motivacional para “perder el miedo” a trabajar con ellos. También puede
resultar de interés en las asignaturas del primer y segundo nivel.

Resultados y discusion
El disefio de esta propuesta esta de acuerdo con los lineamientos impuestos por la UTN y el CONFEDI en la necesidad de

desarrollar competencias genéricas que suponen “aprender en forma continua y autbnoma”, de alli el origen del material pensado
para que los jovenes puedan auto gestionar sus conocimientos, respetando sus ritmos de aprendizaje. En la redaccion se tuvo en
cuenta las recomendaciones dadas por Biggs, (2005) en que el aprendizaje es un proceso de construccion individual y social, que
los estudiantes deben regular, y por el que tienen que responsabilizarse.

Como ya fue mencionado, pretende ser una contribucidn para desarrollar la competencia de aprender a aprender, lo que Zabalza
(2013) distingue como necesidad de fomentar un aprendizaje permanente cuando expresa “En nuestra opinién, la mision de la
Universidad no reside tanto en completar y cerrar la formacion sino en sentar unas bases sélidas que permitan a los egresados
continuar con su formacion en las sucesivas etapas de su vida personal y profesional”.

El material previsto se anticipa que facilite la comprension de conceptos potencialmente complejos mediante la exposicion de los
temas, tanto tedricos como practicos, a través de presentaciones secuenciales, complementadas con contenidos en formato de
video y actividades interactivas. Estas herramientas estan disefiadas para consolidar y reforzar el aprendizaje de los conceptos.

Conclusiones y trabajos futuros

Si bien el material esta en etapa de evaluacion y mejora, es un logro ya tener una primera versién para el abordaje de los NC
cuando el estudiante lo considere necesario. No es posible relacionar el aprendizaje de los nimeros complejos de manera auto-
gestionada, aunque comparfieros que han tenido contacto con el material lo valoraron positivamente, fundamentalmente porque
les alivia la incertidumbre y preocupacion a la que los enfrenta los problemas donde se necesita operar con NC.

Queda por delante compartirlo con el colectivo docente, invitarlos a su valoracion para luego presentarlos a los estudiantes con el
objetivo de observar y analizar los logros y competencias que puedan adquirir a través de la implementacion de este médulo de
autoaprendizaje. Para la obtencion de resultados, se planifica realizar encuestas en los cursos de Andlisis Matematico I y Il y asi
valorar su utilidad para relacionar los contenidos de la catedra con los NC, en especial el uso de las series de potencias para la
obtencién de la formula de Euler; su uso radica en la obtencion de la solucién de ecuaciones diferenciales lineales ordinarias de
orden superior y el uso de los NC en el tratado de los circuitos eléctricos. Tres ejemplos donde se confirma que la conveniencia
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y la necesidad del uso de los NC trasciende a la electricidad y electrénica, sino que son utilizados en el ciclo basico de cualquiera
de las especialidades de ingenieria.
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