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Resumen

En este trabajo se estudia el comportamiento no lineal del péndulo paramétrico a partir del primer
exponente caracteristico de Lyapunov. Mediante este indicador se identifican regiones del espacio de
parametros donde coexisten respuestas rotatorias y oscilatorias. Este estudio se enmarca en una linea de
investigacion que apunta a extraer energia undimotriz mediante sistemas pendulares, por lo que identificar
parametros de forzamiento que originen respuestas de interés mediante métodos simples es necesario.
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Abstract

In this work, the nonlinear behavior of the parametric pendulum is studied using the first Lyapunov
characteristic exponent. By means of this indicator, regions of the parameter space where rotary and
oscillatory responses coexist are identified. This study is part of a research line aiming to extract wave energy
through pendulum systems, so identifying forcing parameters that cause responses of interest through simple
methods is necessary.
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Introduccion

En los ultimos afios, el consumo de energia ha aumentado exponencialmente y en su mayoria se abastece a
partir de recursos no renovables. Es por esto que se han desarrollado alternativas con menor impacto
ambiental, donde se aprovechan recursos naturales renovables como la energia edlica, solar o movimientos de
olas, cuyo objetivo final es la generacion de energia a gran escala.
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En el caso del movimiento de las olas, llamado energia undimotriz, ha tomado interés su aprovechamiento
para generar energia mediante dispositivos offshore. Para esto se han estudiado distintas maneras de recolectar
la energia, siendo los dispositivos pendulares una opcién muy interesante (Wiercigroch, 2010; Nandakumar,
et.al, 2012; Dotti & Virla, 2021). Su preferencia por sobre otras tecnologias se debe a su simplicidad
constructiva y que aprovecha la dindmica no lineal intrinseca del sistema para generar energia (Yurchenko &
Alevras, 2013), en vez de hacerlo batallando contra el mar. Esta caracteristica cuenta con potencial para
prolongar ostensiblemente la vida util de los recolectores. Ademas se podrian utilizar dispositivos modulares,
lo que permitiria construir gran cantidad de recolectores de tamafio reducido en vez de solo uno de gran
tamafio, que al fallar quedaria inmediatamente fuera de servicio.

Es entonces que para el disefio de un recolector de estas caracteristicas se debe comprender la dinamica no
lineal del péndulo paramétrico (Leven & Koch, 1981; Clifford & Bishop, 1995; Garira & Bishop, 2003) para
aprovechar al maximo las rotaciones y obtener energia. Por lo tanto una identificaciéon de los parametros que
influyen en el sistema y una prediccién de las respuestas de interés es necesaria.

En este articulo se estudia el péndulo paramétrico a partir de la evaluacion del primer exponente
caracteristico de Lyapunov, donde se identifican las posibles respuestas del mismo. De esta manera, se
confecciona un espacio de pardametros que permite seleccionar opciones de parametros acorde a las
condiciones de la zona maritima a instalar.

Desarrollo

El primer exponente caracteristico de Lyapunov permite identificar si a partir de condiciones iniciales
cercanas, dos trayectorias convergen o divergen luego de un tiempo de evolucidén. Si el exponente es positivo,
las trayectorias divergen, por lo tanto la respuesta es cadtica. Si es negativo, es no caoético, es decir que tiene
respuestas periddicas. Cuando el exponente toma valor nulo, hay una bifurcacién del comportamiento (Pietgen
et.al, 1992; Strogatz, 2019 ; Moon, 1987).

Se puede definir el primer exponente de Lyapunov (Al) como

1< dlt
A= 1 ,
' tn_tokzﬂ ndo(tk—1) M

donde do(t) representa la distancia inicial entre las dos trayectorias, n el numero de evaluaciones, y T las

evoluciones temporales.
De acuerdo con Moon (1987), se puede estimar el primer exponente de un sistema dindmico, a partir de
resolver el sistema de n ecuaciones de la forma

x=f(x,c), )
donde x son las n variables y ¢ los n parametros. Luego se resuelve el sistema linealizado de la forma
n=An, 3)

donde A representa el Jacobiano del sistema y ] la separacion entre trayectorias.
Por ultimo, se estima la separacidn entre trayectorias de la ecuacién (1) mediante la expresion

d(t,) :PNTJO‘
d0<tk—1) ‘rl(o’tkﬂ,

donde para cada evolucién temporal se normaliza el error 1.
El péndulo paramétrico adimensionalizado se rige mediante la ecuacion

0+B0+(1+Pcos(wt)|sen(6)=0, (5)
donde f3 es el coeficiente de friccién, P la amplitud de forzamiento, w la frecuencia de forzamiento y 0
representa el angulo del péndulo con respecto a un eje vertical. La ecuacidn (5) es la que se resuelve en (2).

4)

Resultados

Se evalud el primer exponente para el péndulo paramétrico, haciendo un barrido de los pardmetros de
amplitud y frecuencia de forzamiento dejando fija la friccién a un valor de B=0.1. A partir de los valores
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obtenidos, se confecciond el espacio de parametros de la Figura 1 donde se observan los casos de exponentes
positivos, negativos y nulos.

Para el caso del primer exponente menor a cero, se filtré segin si la velocidad es nula o no, para diferenciar
las respuestas de reposo de las oscilatorias y rotatorias. El cero en el exponente de Lyapunov y la velocidad se
consideré como un valor numérico del orden de 1x10 *.
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Figura 1: Espacio de pardmetros para $=0.1.

Conociendo las regiones con respuestas deseadas del péndulo paramétrico, se pueden identificar los valores
de parametros P y w para obtenerlas. Se simularon 2500 s para cada valor de amplitud y frecuencia de
forzamiento, y se varié ambos con un paso de 0.01.

Considerando la region de la Figura 1 donde es mas probable obtener respuestas oscilatorias y rotatorias, se
seleccion6 w=2 para hacer un andlisis detallado.

En la Figura 2 se pueden observar respuestas periddicas representadas mediante puntos de Poincaré sobre la
proyeccién del espacio de fase. Este grafico se confeccioné para P=1 w=2 y condiciones iniciales 0,=m,
6,=-1/2 y 0,=m, 6,=-3. Para el caso de la Figura 2a, la respuesta es oscilatoria, y para la Figura 2b la
respuesta es rotatoria. Por lo tanto, para los mismos parametros de forzamiento y distintas condiciones
iniciales, coexisten al menos dos atractores.
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Figura 2: Proyeccion del espacio de fase (azul) y puntos de Poincaré (violeta) para P=1, @=2y B=0.1, (a) Condiciones iniciales 8o=17,

6,=—1/2 (respuesta oscilatoria). (b) Condiciones iniciales §,=1m, §,=—3 (respuesta rotatoria).



Analizando el primer exponente de Lyapunov fijando la frecuencia de forzamiento (w=2), se aprecian las
zonas del mismo donde toma valores negativos y positivos, y donde este cambia de signo (Figura 3) .

Al variar la amplitud de forzamiento entre 1.34 y 1.35, se observa como se produce una bifurcacién de doble
periodo (Figura 4). Esta se hall6 al analizar como varia el signo del primer exponente para P~1.35 . La
Figura 4a corresponde a una rotacién de periodo 1y la Figura 4b a una rotacién de periodo 2.
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Figura 3: Variacién del exponente de Lyapunov para 0<P<3, w=2y =0.1.
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Figura 4: Proyeccion del espacio de fase (azul) y puntos de Poincaré (violeta), condiciones iniciales 8y=m, 6,=-1/2 (respuesta rotatoria) ,
w=2y B=0.1. (a) Amplitud de forzamiento P=1.34. (b) Amplitud de forzamiento P=1.35.

Conclusiones

En este trabajo se identificaron valores de parametros de forzamiento mediante el primer exponente de
Lyapunov, para los cuales el péndulo paramétrico tiene respuestas no cadticas. Se ha demostrado asi la utilidad
del enfoque planteado sobre un sistema dindmico abordable en términos de costo computacional. No obstante,
esta herramienta puede aplicarse en sistemas mas complejos, permitiendo aproximaciones rdpidas y
confiables a rangos de parametros que originen respuestas de interés, sin la necesidad de resolver
numéricamente un espacio de pardmetros o un diagrama de bifurcaciones. Cabe mencionar que esto ultimo
puede resultar prohibitivo en sistemas complejos.

Asi, se prevé emplear este método en el estudio de un sistema compuesto por un grupo de varios péndulos
paramétricos con transmisibilidad vibratoria, con el objeto de abordar el fenémeno de sincronizacién y evaluar
sus posibles ventajas en términos de generacién energética.
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